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中 译本 序 


我 转 到 十 分 荣幸 ， 杨 维 奇 副教授 把 我 的 关于 半 叶 殉 数 的 书 译 
成 中 文 在 中 国 科学 出 版 社 出 版 。 中 译 去 改正 了 英文 原版 蔬 中 存 左 
的 一 些 错误 . 

- 摆 写 本 书 以 来 的 十 年 中 , 训 其 是 今年 * 单 寸 氏 数理 论 有 了 许多 
新 发 展 

PORE RERO IE, SR (Bieberboch) WAER L. KAL 
杰 斯 (dc Branges) ПЕНЯ. ЗН ЕЛУГЕ (6,1 节 》, 并 应 用 阿 
ЕЯ ат З РО T RE RT EG ЖКА TIMERE. ROB СЕ 
明了 米 林 猜想 : Xp jes H 

ор ДӘ = Уз ce 


E 


Уо ктер «$i lob D, 
= n 
n=l, 2, «7, 
由 列 别 杰 夫 - 米 林 不 等 式 (3.5 Ч), БОЖОНОВ ЕН SE HORS AR 
аз 节 ); 而 比 伯 巴 圭 销 想 则 是 罗勒 松 猜 神 的 一 个 推论 ， 这 个 证 明 
НАЖОМ, 
ГЕТА ЕГЕТЕ У 
HD = o(G — 12179) + a = oG 
Жо keL RA «a2, 其 中 a» 


d. i 一 个 : ҢА 
=> Ried t АЖ. 


ACT nt DEBA ЕА, HE 


s is 


有 了 很 大 发 展 、 例 如 ,车 f DICEN С, WA P Go) 的 性 质 
A 8G 的 光滑 性 之 问 有 着 紧密 的 联系 。 这 方面 的 新 进展 都 同 重要 
的 函数 类 ВМО 有 关 . 

如 时 说 由 于 新 近 的 研究 成 果 而 使 得 本 书 的 部 分 内 容 显得 过 时 
了 , 那 是 应 当 庆 幸 的 ;因为 它 标志 着 单 叶 浆 数 与 共 形 映照 是 一 个 极 
其 活 蜂 的 研究 领域 ， 我 期 望 在 世界 的 东方 和 西方 ;南方 和 北方 ,出 
现 更 加 振奋 人 心 的 新 成 果 。 

Ch. ЖЕЖ 
一 九 八 四 年 九 月 于 柏林 


序 言 


扩充 复 平面 具 每 个 单 连通 区 域 可 以 共 形 喘 限 到 一 个 标准 区 
ЗЕЛА. AREER ERU PY RO АА СОА Takuni 
ЖОЙ ЕСЕ UE IE HH GE Gr РЬ Er S EO. 

38 — ОЗ dE Di ЖИДЕ {И SU SEL CE e АЕО, ЖЕЕ TR PE HE 
dB. БИТИНЕ ERSS E, 只 是 轿 去 了 对 称 化 方法 (《 参 
看 Hamn PARR Jenkins S$ A 58) 33385 ОВО MRNA 
Sehaeffer and Spencer), 基于 单 叶 通 煞 的 大 量 的 研究 成 果 ， 我 们 -. 
当然 只 能 论证 其 中 的 一 部 分 ， 而 关于 多 连通 区 域 和 多 叶 对 玫 的 至 
论 , 本 书 没有 涉及 ， 关 于 二 次 微分 的 一 草 系 电 芋 尔 德 DOES, 
ЯФЕТ ВОЕНЕН. 

APE Ry Yb А И ЯНА. TetpEHEDASR РЕ 
AWARE AA ЖСП БОЖЕ ТЕТЕ АА МЕЖЕ САО RC 
E ЭПлар Hr e Ré Ee RR RE. 
目 , 因 为 有 关 这 些 问 题 色 有 十 分 出 色 的 著作 ,如 Nevanlinna, Jenkins 
和 Ahlíors 《 共 形 不 变 县 》， 对 拟 共 形 瞻 照 本 书 只 作 摄 略 的 研究 。 

本 书 是 根据 方法 币 不 是 根 泥 结果 来 编排 所 述 内 容 的 ， 第 一 部 
分 庆 其 是 这 样 。 因 此 有 时 我 们 用 儿 种 不 同 的 方法 证 明 同 一 结果 ， 

本 书 各 章 之 问 除 个 别 结果 外 第 此 独立 ， 但 第 一 章 风 不然 ,全 
书 各 章 都 变 用 到 它 的 结果 ; Шагина 
mala a eA SAGER BIS 533, sas. 11248), fE 
为 阅读 本 书 的 必 备 知识 ,阿尔 篇 斯 的 得 到 公认 的 教科 书 在 大 多 数 
场合 下 是 足够 的 ， 

我 们 常年 作 者 的 名 字 , 有 时 还 加 上 页 数 来 指 必 所 引 乍 的 书 , 例 
їй: 《Ahfers 131 页 ) 系 指 他 的 书 4 虽 分 析 》 而 以 作者 名 字 及 发 
表 年 分 来 表示 某 篇 论文 , 若 引 用 作者 同一 年 发 表 的 奸 几 篇 论文 , 则 


` iñ. 


АРЕС ЯК, Я: (Ahlfors 1963) ЖЕБЕЙТ ЕЕН 
的 论文 。 我 们 的 参考 文献 并 不 倾向 于 沈 得 十 分 靖 确 ; ЕШ ЖА 
关 果 握 玫 好 几 位 逢 者 时 ， 常 常 瘟 哑 著 先 提 玉 的 论文 床 包 舍 的 结果 
具有 较 弱 的 形式 。 引用 同一 节 内 某 式 时 用 其 编号 表示 , 议 在 提 到 
不 周章 节 中 菏 式 时 才 添 上 节 的 号 码 . 

美 于 单 叶 函 数理 论 还 有 几 种 各 有 所 估 重 的 论述 ,例如 Gattegno 
and Ostrowski 1949а,Ь 及 Haymin 1965; 也 可 参看 珍 当 斯 的 节 
和 戈 鲁 辛 (美文 新 版 ) 的 书 。 和 裴 尔 那 迪 编 币 了 一 个 相当 完全 的 文献 
BOR Bernardi 1866), 

在 此 谎 向 许多 我 曾 有 机 会 阅 他 们 讨论 过 单 时 函数 的 数学 家 
致谢 ,特别 枫 感 谢 D. 出 哈 罗 庄 夫 C1971), J. MER, К. RRI 
J. RARE. W. ЇШЗЁ, J. PHA (1972) 和 G. ВЕ, ЖОЖ 
ї# UER, р. ARARA В. H. 他们 阅读 了 手稿 并 所 出 
了 许多 改进 意见 。 感 谢 宜兰 尔 夫 人 为 我 打字 ，T. EF RA 
X. L. WU ARAB Жване 
部 皇家 学 院 的 支持 下 写成 的 。 

一 九 七 三 年 十 一 月 于 柏林 
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E+- FE 
пі ханий 

112 边界 性 质 与 容量 


ж-= 一 些 基本 结果 


这 一 章 纪 在 鬼 述 单 叶 函数 的 一 些 经 典 结果 ， 这 些 结果 是 以 后 
一 系列 更 深刻 的 结果 的 背景 ， 因 此 ,本 章 的 材料 将 为 全 书 所 需 ,其 
中 绝 大 部 分 内 容 大 概 已 为 读者 所 熟知 。 对 于 尚未 解决 ?的 比 伯 巴 
dk (Bicbcrbach) 猪 起 问题 的 研究 进展 情况 , 我 们 也 将 作 一 概述 


11 Hors 


L 设 刀 是 扩充 复 平面 É—CU(e] йй, SE 
内 亚 纯 并 且 内 射 ( 即 一 一 对 应 7 的 函数 称 汶 在 妞 内 单 时 。 

与 通常 的 单 时 性 定 义 不 同 。 我 们 的 单 时 竹 定义 中 已 包 舍 了 函 
数 亚 纯 的 假设 。 因 此 , BAIG) 在 琅 内 单 叶 当 且 仅 当 F) EH 
内 除去 至 多 一 个 极点 之 外 解析 ,并 且 

Ка) = f) (а, n € Hom 99 m), 
EH VIRO HE R Sk HDE TN n 
最 简单 的 单 叶 函 数 是 素 比 乌 斯 《Mocbius》 ЖЕ 


fo 一 gti (abc d€ C, ad — kc = 0), 


3U ER HERR HS Е IR. 
设 f(z) ёна, 

‚ @) Жест, B. КН) = (G0: e HYCG， 则 复合 
函数 z(fG)) ЕНДӘ. 特别 ，1/f(x) 单 叶 当 且 仅 当 G) 
зн. 

O) 一 解析 函数 在 一 点 其 邻 域 中 内 射 当 且 仅 当 其 导 函 数 在 该 
ARAF (Ahlfors 131 Щ), 因此 ,对 z€ H 有 |шу+о, F 


D НЕЕ Н Louis deBranges 证 实 ( 见 中 译本 序 ), 文 中 指 的 是 所 写本 书 
时 的 情况 。 以 下 均 和 如 此 ,不 再 一 一 说 明 .一 一 译 者 注 


ЗЛА. 例如 ;函数 ople) 的 导数 不 等 于 办 ;但 在 1z| < t iN 
非 单 时 ， 

# На) EAn BRAM 1/ (а) E 的 邻近 解析 单 中。 
从 而 在 о, AREIS, KEE s Е HO ERBA 

O Bii Кә) 把 наб —— аж KHyCŠ, 并 且 在 球面 
度量 下 连续 。 因 反 函 数 亦 亚 纯 * 故 # ЖЕН РСН — ЛЕ. BN 
TBI Ze НВ ТЕЕ, inpet E, CAHAR F D UR 
dé. БЕНЕТ ТОВЫ. EFS) G), ze E, Й 
OHNE Н WERA MERARI] QC) BRT ӨКН) 
САШЕсѕ 225 F). 

(D 大曲 线 CO, «єгєп, нр м 
Cordan) i (eG) 连续 且 不 为 罕 称 为 光滑 )。 MURAR СС): 
0). G< <s, E MB) 内 的 光滑 若 当 弧 ， (с) 在 点 
о) бао = DRIER RA arat Ce) 十 агаг"), 
ЖЯ s= о W IG) 一 0， 结 沦 要 作 一 些 容易 想到 的 改变 。 由 
HTA SUS s TEASE SH UAE. Ke) MZAHA 
ВОН, АЕ ЈИ, 

С) # 4CC ERDETI ETA j ТЕН, BDE 
ЕС RR 

waid) = || песо го, 
20 ЖКК, ДЕ 《Labesgue) НЙ. HANË 
шуа), EXEHOR pR tr АВЕ А. 

2 АНИ РАЗА АВ (Afro 139 DD, A 
记号 . 

D = la 6C:;|z| <1}, A==4z6;|z| > 1 
н Шы ллы 单位 司 周 lie] —1) Æ 
ар 或 GA TUR, 8 是 表示 边界 的 符号 。 

单 叶 函 妆 全 部 理 论 的 出 发 点 是 站 下 这 个 令 人 惊异 的 ， 且 对 部 
维 隧 形 没有 明显 类 似 结 论 的 重要 定理 ; 


"2*5 


LI (Riemann) AREN Ж сес REM. 


Eme ко) an, аса, 

SERES ETSI ZE TES BUS S pdt SCR Ahfor 222 W). ҖЕ 
ЖЕ ШЕЕ ЖЕЛ. РЕЗО ЛИГИ Ж BS BRL ER COR БЕЗ ТУДО 
经 适当 标准 化 的 单 叶 函 数 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 需要 强调 的 是 , 在 
定理 中 不 能 同时 规定 [001 取 指定 的 值 ， 

现 给 出 定理 唯一 性 部 分 的 一 个 典型 应 在 ， 设 fO 一 as 十 
аи? coc (а 为 实数 ) 在 了 内 单 叶 ， 藉 D)》 关于 实 轴 及 И, 25 
m 

KO ~ О) = ах + аа? EE 
H Ко) = Кр) 我 们 断定 Ка) = Р), МЖ о. 20 
Ж. 

IARE CAhliros 227 MRH, ERG 以 一 条 解析 若 当 
曲线 为 其 边界 , MUD FR Eka D 解析 ， 第 九 章 将 详细 研究 函数 的 
ARER, 

EL s Rhod ЁЁ diy AAR РТ EIER DE 

HOLT + Gul c1) 
AROR., оер Е ТАВИ: Ko == 0, (0) 1, 黎 
ВОРЕН ЙЕР S, 但 可 表 为 
二) РЕЗ, 
其 中 onc е, wn) 由 G 和 ws 所 唯一 确定 ， 称 为 区 域 @ 关 于 点 
m RO" PIER Е”. 

施行 这 种 标准 化 是 为 了 消去 不 必要 的 参数 ， 使 结论 的 陈述 简 
4. 并 且 如 比 作成 的 空间 8 是 紧 的 , 而 由 所 有 刀具 解析 章 叶 医 数 
作成 的 空间 则 不 然 。 

91 di (Кофе) it 


Ка) 一 - 5 (12| < 10), 


а= 


THURS 
—_|(it ay _ 
һә а HE 1. 
H G +G — 2) E DRRR узел {Жее > 0} ЕЖЕ 
DEBATS, яд ьо) REKER (о, — Вира 
Un RAESTE ME АНА ВЕ. s ауен RUE BR 
数 
ае) = a a -Z n 
EAT s, АЮ. 


le НИ, ЖИ E — б\с Ее, Па EO 
EBRR. WE ute L (c E) ode etc, esr 
ШЕШЕН Н. 取 A- [|5] 1) 为 标准 区 域 以 代替 D 一 
Ual < 二 ,让 cc 点 保持 辕 定 , 即 知 存在 哮 一 的 如 下 形式 的 函数 
Q) вә = Pm + b + Ga) >) b> 
LA HERR G, 

J 2 ЖШ АРДЫНА 
Q) B= 
组 成 的 半 ; 亦 即 对 函数 (1) 作 了 标 竣 化 P 一 1， 月 

Е = ЕФ) = OCA) 


表示 像 域 的 余 集 。 
E fa 一 :十 oz 十 …， RES, WEY 
gs) = 


1 E 
Гой 
=: а end) 
WTI.IBSASOBHCOBGRGE E00, 反之 ,着 geI, 
e€ EQg), NER | 


4+ 


t £ 
Ko а) 14 car 


ЧОУ ep >1) 
属于 5， 必 须 在 余 集中 选取 c, 否则 I0) HERA RIAA 
RIER SPRE ZS, 因为 对 于 fe 5， 值 % 总 是 不 取 的 , 而 
对 于 46 X 却 没有 什么 信 不 取 的 假设。 
вех 的 展开 式 (2) 中 的 系数 名称 为 EE) HRPP 因 
“= Geda (r>, 


容易 推出 。 
G) 如 E EC) Wet, 

对 透 数 (2? 作 进一步 的 标准 化 如 一 0 常常 是 方便 的 ,对 于 那 
些 在 像 平面 平移 下 不 变 的 问题 尤其 如 此 ， 以 Z, КЕШ 

EG) = a + hz”! Баве > 1) 

的 单 凡 函数 组 成 的 类 。 应 当 指出 ,对 于 此 类 函数 推 不 出 当 s€ A, 
EG) е 0 的 结论 (对 王 下 面 的 例 1.3). 

3.9 BOCIHORDEALCXCTA ef C 的 环绕 次 数 《 或 指 孙 
数 ) 定 义 为 


(D жс, з m 1. | Liam 


在 CNC 的 每 个 分 集 内 ， 环绕 次 数 是 常数 ， 并 且 在 无 界 分 集 内 
ATE (Ahlfors 116 页 )， 由 此 出 发 ,在 1.5 节 我 们 将 给 出 车 当 遇 
线 定 理 的 一 个 证 明 . 

现在 我 们 来 导出 两 个 单 叶 福 准则 。 第 一 个 的 页 一 般 形式 将 在 
9.3 节 推论 9.5 中 给 出 。 

HAL Zi) ED ARNE әр Ера}. MIO ED 
й, Зона аа. 1= Көр) 的 内 区 域 . 

证 É оқ, ARARE `(АЪйогв 151 9) Ko-e 
的 零点 个 数 为 XU. w), THIER Le (1.5 书 》 知 在 了 的 外 区 域 
Хи) = 0, 在 J 的 内 区 域 Uw) — +1, БЕ f(x) 在 中 


5+ 


AO E 35308 EE OA PU e e |. LA JOD) 
ERR ARAJ КЮН, 

定理 11 设 (==; + + ha … 在 1< |а| < 0 
83.38 lal 一 1 时 eG) поети XH. 
FEST C, MWzc z, B CA) 一 以 4. 

这 一 定理 也 许 令 人 惊 符 。 ВНЕСЕ, Еа ЖАС Н 
ERA TORIO EE” 

证 “我 们 必需 证 朋 200) — E 和 内 的 零点 个 数 n(w) 当 
w K 4 ВРІ, Ш wed 时 等 于 0 

ЖЖ нка, 因为 4 有 界 且 不 分 着 С, ЧЕМ, v јон 
线 B 不 与 4 相交 ( 见 图 11), W 1< л < < со, ERA Си 
BOr"), 0 ix Pn, (== 3,2), 由 A 的 定义 , 可 选取 n 亮 分 
接近 于 13, 使 得 对 于 1 < [e <=. RGS B, {б r(z) = m. 从 
而 w 位 于 С\С, й, ХСС, в) 一 0。 若 选取 r, 如 
ЮТ |а| 22 ras GO зеш, MU n(u) BF «(0 — vw 
ЖЕЙ (n «dsl < л} 网 的 零点 个 数 . 因 gG # 1<|:] < 
со 内 解析 , 故 由 辐 角 原理 得 到 

nr) = XC, n) — KCC uu) 
zo | de ul Саа 
Rri Ja 四 一 由。 23311600) — m 
-1, 

在 上 注 演 算 中 ,我 们 作 了 代 换 ,然后 应 用 了 留 数 定理 。 

现在 假定 有 eré 4, бш») % 0, 刚 存在 zo€ А ШШ g(a0) 一 
к. 选取 ro > 1 Д ae HORNER D ВЕ 

Rec «nl 

不 与 De 相交 TEB £OODECODOCAÓ, 因为 否则 将 存 左 点 
ишкл, К zGO CER UL DL 内 者 取 到 该 伸 。 这 与 第 一 部 分 相 矛 
盾 ， 由 于 舍 4 无 内 点 , 故 开 集 (RIND) VAZE, 但 这 是 不 


1) AWALI ARR RE. 一 一 译 者 注 
T) Et dp. HFE 


RERO EOS woe 8CD,) 并 且 woe СЕС), 
#312 йд) w + b. + e 由 
2009) = he 20000: (9 — 2), Ë el): lal = 15 
FREI — 247, 54-265], TEREM 11 推出 Fe Z, XE 
ECs) ИБ. 


аіл 


13 设 0 之 a 之 xz,p 一 = (>10). W 


=, ЖР 21 e 
G) FG) = es LÁ +(e je u 


# A< |21 < m 肉 解析， 经 计算 得 e) pexp[2ivigCe* + 
P)1， ЛТЕУ RORIS FAR arg(e + o) 在 
-zta <0< zit 


WJ — URGET, ERIKAARM SEDIA. RC 


(6) 在 加 :lz| = 11— [oe a <: әј, 
НОВ 知 #(s) ЖТР B fe АЕА (6) 切 开 的 平面。 
HORMEK е) 一 [2 一 二) 属于 x, TETUR, 


mA жиш 


* 


Рд = Tm, (сеа). 


l—2zcosm-- s £ sin 


由 例 L2, AR L Ке 5 =a —2соа ts RFE, AS, >! 
МЖ, 因此 fes E. | 
сур) 一 (一 cy 一 一 -A—, +o). 
( 7, MU ) 


Aw) витне, 则 


о x [iy ) Pledo — " XCC e) Qe) a, 


САТЧУ BOE EHE 33 оС, = 0, 
ЭЧЕ ӘН ЕФ ИХ. ЕНА), ETRE вО) {ЕН 
解析 ， 对 e é C, (С.в) 无 定义 的 这 一 事实 是 无 关 紧 要 的 。 因 
с». ЫШ КИЛ. 

证 可 将 (7) 式 右边 写成 


© Eventos 
=, ЧОР ea)o. 


но sew 


该 D, (s — «d < r) Е-е DCH юна, KU z € D. 
时 有 
@ еа (|. нса 


mi Px€5] FQ) 一 全 G2 ад 


FG) А Ko 40, 


EMA (Cuc) 积分 公式 与 柯 西 积分 定理 ， 可 证 天 最 后 一 个 


BNET 

Г — шов -rf zt 
(n TÉ z) do = =(&(2) — G2. 
因为 (9) 式 中 第 二 第 三 两 个 积分 都 关于 sep, R TERNE 
* 


ш) 1 J IEO up ie `° 


lla всю 
在 D, 内 解析 , 且 庄 D, ЕЖОВ НАНТ, EKORRE 
WERDER (Ahlfors 145 页 ) 便 推出 (7) 式 。 

应 用 老 当 曲 痊 定理 还 可 推出 ; 

推论 11 drcrHQ RRR Ctz]:8(ree 060 < 2x 
IUIS EAE тт, Со E Cr PIS. Ж 


G< rr 一 ro 
ЖБ, ВЕР CÓ 的 内 区 域 , 则 АС СС), =) ЖЕПП 
对 r << % 是 常数 ,因为 由 (2) 式 知 对 足够 大 的 # 有 
XQ) — 1, 
故 得 ХСС.) m 15 而 在 外 区 域 有 XC CC n) un) = 0. 


A 题 


LISA a t aus ret BEDAR ЕДЩ (Бим 
19312) t i 


sins? „‚ = 
Da Aug *' =o (| e1,00 7). 


2. 设 Мз) dE D ËL IE, 709) = 0. REA Кю) = —/(—) SEE GS 
ERAF о дуй. 

ЗЛЕ АНЫН, s.m, m 是 了 БЕЖАН. 试 证 骨 、 
给 定 三 个 不 同 点 si za 5 €9D, 存在 唯一 的 函数 区 >) 在 五 单 时 :使 舟 /СР) 


E 


ЭЕ РВИ ЊН (9) = eG = 1,2,3), 
AE AO) BARADO) = G Бан. їшїн ны 
中 的 函数 可 写成 
Ча = s (Eh) een. = D, 
бн ЕГ. Еш RE dot 
"(бууу = (1—1. 
5. 设 0<a<2。 RENAN 


Redeem 


属于 s, B DR EUR SEE == ЮР. ще 0 时 有 何 结果 ? 
S.B СОБОЙ. BR FORET TIT BE 
的 所 有 搞 限 点 都 在 35 k. GERD «(Ру= б, НАСЕ НН 
同 , 并 为 有 限 次 (向 化 为 G = DAYE ЕЛА В (ксле) EF AD), 
TR Kw) 与 gw) fE NEED Н СЭЕР ГТФ. RAER 1.2 
推出 等 式 


= | eG Lf] wc, yG etn, 


p 


11 алнан 


ЖААЗ, ЗНЗ РАВА E US 
ЖО (4878. Kobe 1907, Gronwall 1914/15, Bicberbach 


1916 a,b), 
首先 研究 类 。 的 定 
а) 8G) — У ae Gal D), 
并 以 E = E(g) Жел А, НОНЕ TFR STIR 
积 定理 为 基础 . 


定理 L3 i ес, MI 
0) рэ S алыр). 


ВЕ ЕВЕ ДНЯ. 设 HG) = CN 
dell >+}(› >1); BERRES Е С) Сне), 
06:2 ЯА. ЮЕ ЕНА HCr) 的 交 ,而 知 
G) агеаЁ == limar HC), 


TG» е X. BEC ЕД. 
证 对 и) = w 应 用 解析 的 格林 公式 得 到 
L иен) = 1 Ë serpCrer) de, 
x 2g te 
利用 кш) 的 展开 式 (1) 可 推出 
a aei) 一 上 上 NOS 一 > aur te) 


25) а 


(r*+ 3 Rc) a= ЎА, 
КЕГП] . 


Жютю авй, НОЕ РЕЛЕ, аА 
推出 


Pajam G= 2 > D, 
车 先 令 + 一 1, 再 令 m о, EA Endi В. FEER 
中 取 * -* 1 十 0 时 的 极限 ,再 由 (3) 式 全 得 出 (2) 式 ， 
SAOBH aE <a, HHH, aE 2 0, & 


o E lali 


等 号 成 立 当 且 仅 当 sreaE 一 0, hA RERI 12): 

Bil: peer M 1А <1, ошоо 

gG) — < + h + CLIP B), 

使 一 个 给 定 的 不 等 式 等 号 成 立 的 函数 称 为 瓜 值 销 数 。 该 报 值 
函 教 的 确定 似 袜 没有 多大 牢 益 ， 但 在 关于 任何 多 连通 区 域 均 可 胸 
妥 为 平行 出 线 又 城 的 一 个 娄 知 的 证 明 《Golusin 178 JO ЧАА 
要 推论 12 ibis. 


© ЖОЕ АЛЕКИ] БЇ ЖОЕ ЙОНЫ IS HUE ACE Bt ИЖА, 
IA] «1, 从 而 使 这 一 结果 得 到 更 加 有 效 的 运用 。 下 一 个 引 理 便 
给 出 这 样 一 个 变换 ;其 进一步 实用 见 (10) 式 及 问题 5。5,。8- 

引 理 12 车 gex, ocE, Д 


O в) Sw 一 
s] 215 


хан, CE 165. B £160 $s pH- AER 
数 . 
证 RBR CGY — w) ЛЕЕВ A IS WF ELE 
TE BIS ond 
g* (2) — x[27 (G9) — ж) = z[1 + G, а oe 
=з. 
在 1<is| < oo ВТ, BESPRRERTAG) Ж 
PD = sm), DIE eG ~ eli), 
因 gG) 单 时 而 知 z 一 aa  MORGEORGIÉERS. ROS 
ol gD = ela) A a), 
AH gO EARR Ж МЫТ] EM 
定理 14 гє, 则 
EC(w—À| <2} 
qiii apos в га 
证 db AJ TERT m € E Ж 


i Ie — 5| «1, 
车 等 号 成 立 , 则 必 有 
4*Q) = V BD — > 一 = 一 cr 
B 是 某 个 实数 ,因而 
(ә E) — в + (e — 227) + e", 
TRA L2 推出 关于 等 号 的 结论 。 
+12, 


推论 13 3 ge Za Шш lel >i БРО)! 452]. 
证 因 当 jt| 一 1 时 G) ВРАТЕ, 
0018 在 oo 解析 ,由 最 大 值 原 理 推 册 


e] < timrap [G2] ~ max| w| <2 (Is| 71, 


in 
现在 转向 研究 < 28. 
定理 15 dies, Д] 

(в) lal &2, 1a — dl «1, 

Ho|e|-2 mirnB ron ЕО Em Се 


fü — (0 — 672) (@ e R). 
证 因 函 数 


(9) zG)= -U-—at(d—aX7 ee >1) 


is 
RRTIBHUR г) зе 0， 故 由 推论 1.2 与 定理 14 即 得 da < 
2, |i — e| S1, È |] m 2 则 从 (7) 式 ( 取 w 一 0) 知 对 于 基 
^ eR, 
io — y — 2e + «Фа = z — egy, 

EIO RAREN a == 0, # lal <1, 并 且 从 (9) 式 及 推论 
12 便 得 出 等 号 的 结论 . 

刚才 已 经 证 明 1f (01/2 || «2, — 我 们 将 把 该 结果 从 
0 点 转换 到 任意 点 me P。 函数 


ttm) а Ca, 
(Gm a) Ke) + C1 — Inl GOL 


+ i Га — Inl Pf GO — 2 一 lgol YF C) 
+ 
在 D 内 仍 解析 单 吁 。 从 而 其 相应 的 标准 化 函数 


"TT 
fl zr 
10 сужа =”_ 
аюб De Ее 
et [Ea isis z u 
c+ [2 a= aD TE a]e- 


RTS. ЖПК AO 是 1 关于 ЛЕЕ, HEE 15. 
KO б-да? BERU зра 一 
lal), RAL rf а, 便 得 到 : © 


amis S m 
2|z z n 
e cineri i. 
тапа, 
定理 16 Ж res," se кєр, 
1— |] 14 |к| 
aD аў S GL S nq 
421 Jal 
a2 a EL y sor <р» 
1 一 | + |» 
аз) 1+ RM Кш). <= 


TM 
V (Dsm азів оз, 
|Ë sata писе 


-|- 2r yp ea EEY E 
1-9 t Ree 
П 700) = 1, Ë = пал, REEE 


(15) ов [CI 一 PGT 


o) 


«p [oia сео e «2 ita. 


tHe 


在 第 一 个 表达 式 中 取 实 部 , 便 得 


ceps log E — | < 21812421, 
此 式 等 价 于 (11) 式 . 

ЕН А е =r, (1) аанай, 
ВУС ИНТ AP = rn, 0 r <1, (14) 式 必须 是 等 
式 , 取 + o 就 得 到 |f"(0)| —4, 定理 LS 表明 ГЕН 
的 旋转 ， 相 到 ,对 于 每 个 给 定 的 ze D MARRAN- MEN WE 
绪 ,(11D,《12) 和 (13) 式 中 等 号 显然 成立 ， 

《12) 式 的 证 明 因 00) ~ 0， 从 (11) 式 的 上 方 信 计 推出 

vo eh беа, < DE 
= dl 
G = ls 
《12) 式 的 下 方 估计 不 能 如 此 直接 得 四。 给 定 0< < 1, А НЕ 
接近 0 WA FG) d = r) 作出 证 明 就 足够 了 。 因 务 数 了 单 叶 ， 
RB 00, JG) DERRE Cel <+) PAIS BG, KACI) 
E 


Wal — | „ eed {Раа 
>| dan ж | „БЫЕЛ да 


к (14+ 1217 z (1+ [217 
TIF 
由 于 (32? 式 是 由 (11) 式 经 积分 推 得 。 故 (12? 式 中 每 个 不 等 式 的 等 
= у ЖШШЕ НЕЙ Sr. 


《13) 式 的 证 明 БЖИ (10), CEDBET 5 W g= 
—a 因 KO 一 0 而 知 
f) Zo 


-_ 
“Кы! I— (ар | KES] 
将由 (12) 式 便 得 出 (13) 式 及 关于 等 号 的 断言。 


. 15. 


ав) de — 2I < а, BF) 
«a JW < 0, 


ау 1 сао, 


TE ”首先 证 明 (17? 式 ， 酝 fs， 由 (12) 式 ， 


di«(0,BF) 一 жыр Од > in c rs ~ 1, 


另 一 方面 ; 因 271700) 一 1 十 … E DRE EUR SET P, ШЕЕ 
小 值 原理 得 到 
dis(2, OF) = lim inf 1169 一 sm inf [E | <. 


Жатай ЯСО) Е SUAE ERA, ERRE 7 非 标准 
ft, A) WRTS. Bl 

dist(f(3,) , GF) = dia[0,85CD) M1 — la PPCD s 
ЭН (16)Җ., Сів) нту SOANAR БЕ ERU IQ 
x, 


А 间 是 
tH z€ Z, 试 利用 
j (esds = zem, 
PENSA Ae) 的 曲 强 其 长 度 大 于 或 等 于 2x。 并 由 此 早出 等 辐 不 等 
趟 , 即 在 所 有 具有 给 定 长 度 的 曲线 中 国 周 所 也 图 的 面积 最 大 。 
208765 HoncR. 试 证 明 |a, 一 中 — 1 只 对 销 1.4(1.1 节 } 中 的 
Каа: И-ий 


1) йз о) реа, "иш 
DELCLE OM LL 


ede 


3- 试 通过 对 系数 的 考察 证 明 s HAAB (1407 的 第 术 平 均 不 属于 
S CREE А. w. Goodman 1968b); 
Aik т — 2,3656. ES RIEA 


сж) кой еў 

BUT з, ЖЕ 如 (DY нейл АКРА reme Ka 
SIAR 7.65, от isti. ATBEXETUEA- r es, BECA А 

Сз НАННАН 


5 Ç 14 
TSIO < Gy 


此 中 时 是 最 佳 的 吗 ? 
$Ë zer, KER 


1+ тг (1:|>1y, 


(LBwoer 1919; 对 «бр(ф)) 应 用 定 盘 1-45, 其 中 At) НАН a GS 
TAE ЧА). 
LYFIES, REA S KAREN 
BOLSA + [sls tno) Са] а). 
злез H Oc 试 证 明 
le] &2( — 17), Фар, (0) + y'a — M7 y 
(Pick. 1917; Жаы « Ар г) = КЕ) + e). 
SHER: É res, HU боа) МИЕ? ARAA. 
WAEN: он (o <) нарина r E 
ДК. ӨӨ (Wims) SUR; 令 КР) ~ С\г, Tio 1a 
格 显 - 林 特 路 夫 【Paragmtn-Lindeftt) XESE[ ER M Pelya-asgh 4 1,147 页 ] 应 


нави) vnd) 


13 比 怕 巴 赫 猜 想 
比 从 巴赫 猜想 是 说 : 在 S 内 所 有 函数 
100) а + 5) аа" (х1 < D 


‘ye 


з „ЕК АЛЕ С.И 
Іа n (т=2,3,.-;{6%), 

关 了 解决 这 个 癌 题 已 六 生 了 研究 单 叶 函 数 的 许多 方法 比值 
UAE RAS АЧ, JEE WEB EG HET RAE 
B. 

LEDER 1as| 所 2， 由 比 人 巴赫 在 1916 年 证 明 。 这 第 
及 也 下 容易 地 用 多 种 方法 征明， 

HRA (Lowner 1923) 通过 引入 业 威 纳 微分 产程 ( 风 6.14) 
证 明了 

les S 8. 
沙 非 尔 与 斯 潘 塞 尔 〈Schaeffer «nd Spencer 1943) 用 变 分 方法 ( 见 
7241) 又 给 出 一 个 证 明 ， РТ 《Jealdns 1960a) RIE Dc fit 
分 [ 见 第 八 童 ?证 明 的 一 个 系数 不 等 式 落 舍 1а, <3. MIRED 
ЖЕЙДЕ  (Grunsky) 不等式 的 格拉 贝 定 - 谢 非 尔 (Garabedian- 
Schiffer) 推广 再 给 出 这 一 不 等 式 以 新 汪 明 ( 砚 44 节 )。 
格拉 贝 定 与 户 非 尔 (1955a) 用 变 分 方 靶 得 出 
lal <a. 
ARAME (Charzyáski) 与 谢 非 尔 【1960a) 尾 同 一 方法 给 出 一 
个 较 短 的 证 明 , 这 两 位 作者 《196 吊 ) ЕВИ А A CE, 
3.3 节 ) HEDERNE, RRA (Pederson 19684) PA 
SUR. (Ozawa 19698, b) 也 利用 格 隆 斯 基 不 等 式 证 明了 
lad «6, 
НЕКЕ АЕ „ЖЁН АЖ core. PARRA, GIL 
HERE (Kubota 1970) 证 明了 只 要 a, 29 0. 则 Rea, < 8, 
PARR DUX MEET SA „ЖЕН iH EAR C19 72 ) B UERR 
la| x5. 
本 十 也 不 能 纳 人 这 一 证 十 . 

Z 对 系数 全 体 的 第 一 个 较 好 的 估计 由 李 特 伍德 (Limlewood 
1925) 给 出 ,他 证 明了 des] <s, 以 后 ,对 的 系数 轿子 得 出 
了 一 系列 更 好 的 估计 ,其 中 特别 要 提 到 巴 匹 列 维 奇 (Bazilevi& 例如 


BE 


Ж 1951 年 的 论文 )。1965 年 米 条 CMilin)》 握 出 一 个 以 格 隆 斯 条 不 
等 式 出 发 获 得 更 进一步 结果 的 新 方 靶 ( 见 3.5 节 ), 并 证 明 anl 一 

122436, 通过 对 格 风 斯 基 不 等 式 的 喘 一 种 巧 由 的 应 用 、 费 获 盖 科 
德 (FitzGerald 1972》 已 证 明 (C 见 3.4 节 》 


PEE Z n< ll G= 3) 


998 (Haiyan 1955) 证 明了 对 于 每 个 fe3， 
po Emdal ct 


存在 , В.В = 1 АЗРА ЗЕКЕТ. HAE AA 
ЖДИ А a| —5-1,3,---) 否则 1а < n 
G > n (2. 

G. ВЯ (G. Ehrig 19744, b) ЖИПКЕ Ө ЖОЕ 
证 明 : 
(Q а] < 170 5| <243 > [4 m (n >N), n 
其 中 六 是 绝对 常数 (比较 在 3.5 节 中 证 阴 的 阿 险 罗 诺 夫 (4lwronor) 
的 结果 》. 

对 于 各 种 于 奖 , 特 别 是 盟 形 函数 《Lewaer 1917; 见 2.2 P), 
ЗОТ: 《Beade 1955; 见 2.3 节 )。 DAE SERE BH ER BR 
(Dieudonné 19315, Rogosinski 1932; 5.2.3 ў), EHA |а, а 
ба = 2*3…*) 书 得 到 证 明 。 这 一 方面 的 另 一 结果 是 

а, ah 是 实数 — Rea, в (n = 2, 3, -erap + 1). 
(Obrock 1966, Schiffer 1967, ©. S, Goodman 1967.) 

3. ATEHER RA PRA- SEG ORE, ЖЬ 
ЖЕЕ. 第 = 个 系数 体 定义 为 

АСТР 
(Pesch! 1937), ТЕАИ SN GBCURS E HUC VEO 
ИРЕ SUR PIGEAÉ ИИ ИРИ V РЕ TARRE, 

ЯА" Quo m) EV, BRA SP SEE. BUR 

Жэ (nec. n TER ЖОЮУ, M Ren, <, 对 个 数 的 


ege 


n X RR RE EHEHLDDE, РУ (Ros) TOHRIEIR S6) 
利用 格 隆 斯 共 不 等 式 证 明 的 ; ЭГЕН о, 则 是 由 格 镁 且 定 与 澳 
3E#. (1967) 利用 他 们 对 格 隆 斯 基 不 等 式 的 拉 广 证 明 的 。 BER 
(Bombier; 1967) 证 明了 同 祥 的 洁 果 ,并 表 为 如 下 醒目 的 形式 : 存 
[XX о, 与 av 使 得 

Rea, < f — (2 — Ren), E n ABL |2 — a! < Sns 

a — «(3 — Re), Ë = 为 奇数 13 一 a) < à, 

他 是 结合 使 用 妆 威 纳 方 法 和 变 分 方法 得 出 此 后 果 的 (Durea and 
Schiffer 1962/63); мла VAS (Monido 1965) 及 披 赛 松 
1969), 

КК ЕС [m 
斯 基 不 等 式 就 能 证 明 laj «430 ра | < 6, 而 为 了 证 明 1as| «3 
和 jz. «5 就 需要 更 深刻 的 格拉 贝 定 - 谢 非 尔 不 等 式 ， 姑 时 考 虑 
л аео R 
E а» | E 


Па 1 "E н 
eu (Hayman 1958), эмени ки 
Т [янв — dest] < K 
(Hayman 1963; [i 3.5 У, 
4. SE (Robertson 19362) анаи, 设 


"o 一 > 十 > ыя 


Ёл 
(2) I+ Pila <a. Gel...) 
= 


SSRI HERH | 对 | = d. B — 2/0 — y, 0 < 
3< 2а, Ж е5, у) — / С) Rs ЕВ, В. 


= $ ahaaha а =2,3,5-), 


s 


ыз 


orea 


特别 有 一 24}, 
С ШЫЛАЙ (Schwarz) 不 等 式 ， 罗 过 松 猜 想 ( 对 一 个 给 定 的 
"же 


(3) led < S lala o 
k-0 


ЖН. = Ал н ИКИ ЛИНЕ. Tu ИВТ ELE 
К ЕЛАР с BE 348 《Rogosinski 1943): 对 每 个 从 属于 
S 中 函数 的 函数 ，|aa| < п(» = 1,2,…) 均 成 立 (1,2 节 ,特别 
是 推论 2.2), 

对 ”一 2, 3， 罗 却 松 条 想 巴 被 罗 勃 松本 人 证 实 (Robertson 
19362), 弗 利 德 兰 德 《Fridland 1970; 见 3.3 节 ) ВНТ 
ЖИНИ п 一 4 dur. ЕГЕР SRR AR. БА 
ЗЕТИ АИА У Ы (2.2), POXEABSARSERUONET: 
下 列 博 形 也 已 被 证 实 。 ША ОАЫ НАВО ЕА Robertson 
1965) ,或 老 具 有 实 系数 ,或 更 一 般 地 为 典型 实 照 函数 《Rogosinsii 
区 43)。 可 参看 谢 东 -斯 毛 尔 的 论文 【Sheil-Small 1973), 

， 对 于 所 有 d. а <1 的 意义 下 的 罗 勃 松 猪 想 显然 不 成 
EA EE 


max |a? + её яз 1.013 


(Fekete and Szegó 1933; ^ №62 Ф). 已 知 最 好 的 一 致 估计 为 
Vlad < 1.17， 此 结果 属于 米 林 C1917; Л 35 0), 


14 m А E 
对 于 某 个 区 域 瓦 中 的 解析 函数 空间 来 说 ， 最 弱 的 有 用 拓扑 是 


HEH TRU MS Boc GE (RHE BERE RE Ис BS 
的 拓扑 ， 这 一 拓扑 是 可 度量 化 的 ,例如 规定 距离 为 


а) 一 > rta Gef) —t£G)D. 


ke1 
其 中 《44) 是 由 紧 子 集 作 成 的 五 的 一 个 穷尽 (Ahlfors 212 页 )。 


2+ 


因而 紧 性 与 列 紧 性 同 。 每 当 我 们 说 到 函数 空间 或 函数 类 时 ,总 是 
使 用 这 一 拓扑 ， 

定理 17 5 Жук, 类 是 紧 的 。 

证 由 定理 16C1.2 D 


UG) «1 


5 Cel < ries, 
ешршш RAN. УЖК (Мома) FAA SE 
ERE. HEREA (Hurwitz) 定理 (Ahlfors 126 TE) "ra 
З ЖОЙС HE PIRE ERE НА Ж ЗЕР ЮН. HUP 
数 的 标准 水 条 件 T(0) = 1, 后 一 各 可 能 性 不 会 出 现 , 因 Ls Rm 
m ERI. 
，. 出 挫 论 1.3 知 类 Z, EMG ПОНЕО ОНА Z, RR peu d 
而 是 紧 的 。 应 指出 , ЕАО CUR ES ARTEA), D ЕК 
B. Qr) = z аба 一 12， …)》 就 表明 了 这 一 点 。 

2. -FREEZA (Carathéodory 1912) AB uec 
BAr ER kA PULSI, 

COE СЕ.) 为 一 区 域 列 ， FuCCG，(e F。《 亦 可 用 任何 其 它 固 
TARBI. EV (关于 0 点) 的 核定 义 为 由 0 点 和 具有 下 列 
性 质 的 所 有 志 z € Ç 所 组 成 的 集 : 

(ж) ##Ej 下 ;06 所 ,meE 王 使 得 对 充分 大 的 a HC F, 
车 不 存在 这 样 的 点 ， 其 核 为 {10}。 理 则 其 核 是 C 内 包含 9 点 的 一 
个 区 域 ;也 可 能 为 C， 如 时 每 个 于 列 有 胡同 的 核 了 ,我 们 就 说 (Ps) 
败北 于 F( 关 于 0 4). icd e oS M di 

.这 里 有 一 个 重要 的 特殊 情形 (也 可 参看 问题 2413): 

SELA 8 (FO P PERG 


s= ђе, 


的 内 点 的 集 。 那 末 ， 荐 0€ В", X СЕ, "EST p° ELA Оу 


«42 


та: 


2732 олы 


证 第 二 个 结论 的 证 明 是 平凡 的 , 故 不 妨 设 Р e (0). 申 
T (Р,) BARE SATARE C) 时 ,区 域 了 保持 不 变 , 因 
而 只 需 证 明 (F2 DL F 为 核 就 足 台 了， 至 热 包公 于 核 内 ,因为 
RIEC ) 中 可 选取 НЕЕ, 余下 是 证 明锐 包含 于 F。 de 
RAPHA, НОНЕ ж AEUR. MA (Fa) 递减 而 
AHCB, Н ЕХ, 06H, 故 HC F, Jf e € F. 

@15 ЖЕНА АНАР 


s= с\й +n |l >1 (а 1,200), 


Wi CF.) 递减 , 且 交 集 
B = {Rew < IU (Rew > 1) U £112, 

因此 Be 一 В\{1}, F — (Ree < 1, Ék (F2) URGET (Ree < 
1L 8363809828 2S C k Ot S ЮЖ), ШЖ 
被 就 是 田 一 半 平 面 ;若是 关于 点 1 的 ,那么 其 核 就 是 {4}. 

这 样 定 多 的 核 收 训 概念 、 使 得 极限 和 集 除去 肥 化 的 情形 外 总 是 
杰 遂 的 , 社 且 是 天 的 。 显 然 这 是 必要 的 ,因为 马 的 光正 是 这 样 。 内 
蚌 所 得 的 极限 集 也 许 有 点 出 于 意外 , 如 上 傅 所 示 的 那样 。 XX E 


SEROLS WRA f mls? 2,02) ЖЕ ЮРИ, B. 
140) = 0,50) > 0, jd Е, = АС). HH GEDARE 
Rig НАН Œa) KATERE FC, 而 且 极 限 
iR DIR F. 

ME (а) BES = 一 co Bl 7.00) EDAR BAF 
Кя). ҮЇЙЙЇЙХЗОӨ ШЕЛ. КО) RE СР.) 的 核 F。 由 于 极 
限 函数 或 者 单 叶 或 为 常数 , 故 F ге С; 又 因 每 个 子 列 Gu) dk 
ETA TA СР.) AER Р, MA СЕ.) ERF F. 

先 证 J(D)C F, MIEREA s€ КО), wo 2 0, RER 


1) 此 句 系 译 者 所 可， 一 一 译 者 注 
D KA FITIPROUERG. 一 - 评 者 注 


» 25 + 


TRO. ОКЕ fGD2520, GURRA ARTN @ тә 
cis) HAR E deb г. 则 区 域 HG 
l| <r) 08025 wt。 ROKER ВРЕ REKA n HC, 
从 而 wo ЕЯ CORO. 假定 此 事 不 成 立 。 НЕЕ (nO. 
m ORA o, EH, Ш w Р. NIE w 一 ш*(&—э ссу, 
其 中 e*eH. 因为 必要 时 可 以 取 子 序列 . 由 于 当 ze D Wn 
fg) — en = (ыб) — i, + art) — w* гє 0 又 因为 Kx) 不 是 
ЖОНЕЛЕ ЕНА z € D AIO — w* 2e 04, 这 与 
e* Нс) FH. 

5—23ui. FUE IE S ORA ECKE ORA wm ss 0 属于 
KDO = Ко WT KD) АШМ). HARG A a2 n 
存在 区 域 开 满足 0, w CHCP, 到 函数 ple) = ie) 在 
五 内 解析 后 满足 lele) <i 由 蒙 代 尔 定理 可 以 找到 在 如 内 
局 部 一 致 收 伍 的 子 序 列 (07) BRAR pCw) WE e(0) 一 0 
Вік) < 1, 因而 对 于 w€ Н,|Ф(# < 1. К ЧЕП (ш) 
在 fan) DEAM Sr k Sk. van) 一 人。 R. 
an mie (ps Gm). ТЕЛЕ wo = Кад) € (OD). 

(0) Eak, MER СР.) KATEEK 了 并 及 F s= G, 

首先 证 明 序列 Q.) ER, pie LACL2 54), 


[е «Laer. 


若 KC0) 无界 , 则 将 推出 某 个 子 序列 《F。,)》 以 C SR TIRA 
ЖЕ (Fn) 却 以 Foe C MAR. He fO) "m. 应 用 定理 
16 于 内 函数 ООЛО) RE 


091 «£c л» da< D. 


LEXOR D NOME 局 部 一 致 有 界 ,因此 序列 正规 。 
我 们 断言 (fo) 在 人 D 皮 局 部 一 致 收 合 ， 如 着 不 然 ,由 常用 的 正 

规 性 论证 方法 可 找到 两 个 子 序列 Gad 和 Q.) 局 部 一 致 攻 伍 

TORRIRHBUR 7 ME, BOAC a) RI CF.) 以 KD) Яр) 


(He 


ж, Е (F.) CY F, h 09 УПА 
f(D) = (D) = F, 

AF KO = #00) =0, B 00) 20, 800) 20, IRR 
定理 的 礁 一 性 部 分 推出 fz) = 8Cx)《F — {0} 时 的 情形 是 平凡 
的 ?而 我 们 又 曾 假定 这 是 两 个 不 同 的 盘 数 。 这 就 证 明 G) # D 
闪 局 部 一 致 收敛 ,并 由 (a) 而 知 极 限 函 数 把 忆 映照 为 F. 

一 致 收 全 的 情形 《与 局 部 一 致 收敛 的 情形 相对 比 )， 将 在 9.3 
duit. 


向 s 
1.0208 en] = | 和信 [和 ansu Ale DJ). 在 $s 内 是 否 连 续 ? 
ЗЛЕ Р КЕ. 
3. 设 к ЖОЙ. век, 试 证 明 : (F) ВТ P。 当 且 仅 当 下 列 两 条 件 
AAWE: 
O 5ў—Ие Йй ^, РЕ —Ж-РЖШ АТР s 
(D 对 每 点 “<aF。 存 在 点 o, € aF, WJ co 一 (a), 


15 ж: 若 当 曲线 定理 


从 阿尔 福 斯 《Alfor》 的 书 中 所 建立 的 一 些 结果 出 发 ,我 们 来 
证 明 平面 站 和 的 茶 些 基本 结论 ， 用 本 质 上 是 艾 伦 位 类 (Eilenber》 
的 方法 。 我 们 首先 证 明 叶 尼采 夫 靳 扰 (Janiszewski) ДЭШ, 

X19 шаант, АПА, E. EA. 


证 ED 2-0, bec, TERBEN pedo 
co 的 曲线 C, 不 与 4, 相交 Ci = 1, 28 12), E CA C; 的 每 一 
分 集 单 过 通 且 不 合 0 Ноо, ҖЕ CNC; 内 存在 log 的 ( 单 值 ) 分 支 
HG). EER а Па, 恰好 位 于 AGUC) ЮЗЕР 
《车 4.04 一 Š 则 可 取 其 任 一 分 集 )， 因 此 ， 可 选取 log 的 一 
个 分 支 使 得 对 于 2€ F, KG) =h). 

EER ANE 与 AAF 不 相交 。 故 可 找到 不 相交 开 集 V. fa 


+15+ 


7, В 
ANFCV;CONC; G — 1,2). 
xx 
062) Ў хе, G= 1.2), 
17 ko =G) 对 z€ F. 
则 JG) 在 包含 AUA 的 开 集 H = V,U V,U F KRITERE 
expf(w) = a(s € H). 
假定 AUA Я 0 与 co 则 OUA) 的 包含 0 点 的 分 
AGER. НА ?< dis(0H, ас) ЮЕ; ЖИИ УРЕ 
得 0 是 某 个 正方 形 的 一 个 内 点 (参照 Ahlfors 140 页 )， 考虑 位于 
6G 内 的 那些 闭 正 方形 ， 以 QC m Tou) ARRERA R 
们 定义 其 周 线 为 C 一 9, + Qu. АЙНАРРПЕ 0.0, 
的 公共 边 相 沙 , 剩 下 的 边 与 8G HEA <5 РН, 因为 
8GCH， 由 于 对 s€ H, TA eple) 一 = 推出 = РС), 
从 而 知 环绕 次 数 


xe, d. | euo. 
2л le 


353—338. A0 属于 GNH， 央 而 正好 位 于 诸 正 方形 0, 中 之 一 的 
内 部 ， 因 此 ， 


X6, = $3040) 7 1, 


E 


这 与 上 述 结果 矛盾 


‚+ 


Hübis жишш dl бу deut 

证 айа 2,51, ПЕЧЕНИ 7 48. 把 
J MRE BAO IE 一 1，，…, ж), KERFA 
于 一 个 不 合 SPORIS, за В a 和 4 因 
政和 号 夫 有 一 个 共同 点 , 故 队 叶 尼 采 夫 产 基 定 理 扒 类 J, + 1 Ж 
Arf «LP. BRE EHI ID JB o J= obe + J K 
PETE 

TEKENEN bem, 


CONRARÉA уйш, Erico EH A RON ЈК. 
RES, AEN KRE EEE RAR. 

证 ORCE CY HET-NEDAR. ВЕЕ 
06], табах, ЛИ SCC), Wie) ss G, Ж 
RIUTAN Е ' 


селер, = lst i} бо, 


НЕФ 15, жЩ J — J — 12 RAR > 和 《因而 看 在 一 条 内 
z ЖИШШ Р, ЖЫ ЈИ. Wa ЕР, 8 0р, 的 第 一 个 交 
ж. É P, Es 5 =, ЕЖЫ JERS PERS Ж 
ZEG, 因为 nt, RAI GPS resG, МЇН J= 56. 
. O00 《各 图 13), 我 们 总 可 以 找到 线段 s= Dus 使 之 与 了 
DUREA AR. GR p 和 六 分 别 是 了 上 从 如 到 于 和 队 
ы ЙЕ. M C P ВАА, ARE 
яф К Do "ЕЗИ C E $ HEX, 8 б, G, 
是 Сс 的 两 个 分 集 ,它们 分 别 包 告 构成 集会 DN = DAC BU 
AGERE. дя) бс 太 存 在 任何 其 它 分 集 。 
现在 我 们 证 明 6G, ** G, E, WAA s G. nD, 与 
m €G D, 不 被 C 分 隔 。 又 由 二 它们 也 不 被 CEN\Do}J8D 分 隔 ， 
并 是 这 两 个 沁 具 有 连通 的 交集 CXD, 热 从 时 尼采 夫 斯 基 定 理 可 


"dne 


E 


С>, 
ber" 
ш 1.3 


Ж а, REGIR CUap,ƏsUaD, WAR, SERER 
对 的 。 因 此 бус HARTAR GM G, 

(<) RD RUS LERRA LKE, KE DNU) 一 
Ф. ЯША we D'NG, 和 а, ПС, RIIM. WER 
RWA (7 US)0J = J” E8, Н е, 和 o ЖАЙ JUS 分 隔 
而 由 叶 中 采 夫 斯 基 定理 推 知 它们 不 被 Q” US)UJ = JUS 分 隔 ， 
但 这 是 不 正确 的 ， 因 为 Gu G, ж CAU US) ЮЖЕН. 因此 
бу 至 少 有 两 个 分 集 Н.Н, 满足 o, € B., ен), 

жн бу 的 任 一 分 集 ， 由 (а), 必 存 在 w ED'NH， 于 
是 对 让 一 1 或 2 有 € G, ded н ERE JUS = C 分隔 
X "US ЯШ. 由 于 Q'US)Ón Q" US) =S EBRR” 
5g Ай ('USJUG" US) = JUS 分 隔 , 因 而 不 被 了 分 隔 . ЇЧ 
Ж, H = H(j= 1 2), 所 以 CU ARTAR H, 和 下 ,并 
Hii (а) 知 OH, = BH, = J, 

Hiele ЛАВРА ШИ, MUEJ EUER X, 
=) 一 土 1 HEAR Xu) —0, 

证 ”上 一 个 证 明 的 《c) ТИЕН ш, o, 分 属 OU 的 
ЖЕЖ. оа DAS 两 分 集 之 一 的 一 个 适当 的 点 rU m1 


D 此 处 原文 误 为 : se Hs eH, ERE 
^28 


或 2) 属于 ÂC MEI-AME, Н XQ" —5, e) 一 0， 从 而 的 
出 
XQ ut) = XCC „шуу = XCC, z) G = 1,1), 
由 此 即 得 推论 中 的 结论 ,因为 显然 有 
Х(С,з,) = X(C, s) £1, 
并 且 在 CJ 的 无 界 分 社内 Xs) — 0. 


eca T E CoD ER ERER 

证 设 H* 是 若 当 曲线 8 的 外 区 域 , 因 HNIC 一 ф,С% 
ЖН о Не, сокс, ЈАН бсб\н*—Н, I G ET kk 
ссн, 


第 二 章 某 些 特 殊 类 


我 们 先 介绍 一 些 由 简单 几何 性 质 定义 的 特殊 单 叶 函 数 类 ， 这 
坚 特 殊 类 ， 除 了 其 本 身 其 有 研究 价值 外 ， 还 可 作为 对 困难 得 多 的 
整个 单 叶 通 数 类 情况 的 验证 。 这 些 类 都 可 用 一 些 简单 的 不 等 式 来 
刻 划 ,它们 与 正 实 部 酌 数 和 从 属 关系 有 着 密切 联系 。 不 过 在 这 里 
我 们 只 能 新 述 一 些 基 本 的 结果 。 


21 从 属 关系 与 正 实 部 函数 


l. JG) 和 кб) E D-— (|z| < 1) 内 解析 如果 存 在 
刀 内 解析 函数 eG RUA) PEE p0) = 0, 19 GO | < r, të 
得 
а) 162 — ge G2) Cla] < D; 
则 称 f(z) 从 属于 sa) 并 表示 为 OEG). 

先 证 明 愉 谢 关系 的 一 些 基本 纤 质 《Littlewood 1925). 

3RfGO EGO. WII Ф(0)СР, p(0) = 0, Si CD stet 

KD)caQ) B. K0) = #00), 
TRUE ELA IESUS 1 G2] < |z1, 因 而 
G) Gill е) < r0 < 1), 
这 就 推出 
(3) max JG) < max [2601 (0 < r < D. 
因 Q — slp (| <1 — Ie GO]? (Abltors 136 页 ) 而 有 
GQ — [а a — (ФН 
«а - (Ф) 10). 
再 次 应 用 |pCz)1 < |z| 8458 
e» max — |z [DIO < maxQ — [а 2016080] 
(r1), 


特别 有 UI < le C01. 

最 为 重要 的 是 从 属于 单 叶 冰 数 的 衫 形 : 

引 理 21 eE DAA MJ 0680-4200) BBS 
1000 == eC0)， 克 DO)CECD)- 

证 RA ЖЮН, KEER gw) 在 g(D) 内 
解析 。 如 果 DCD WW pl) — £160) 在 口内 解析 ， 
HeGM 之 1， 并 有 满足 等 式 O). 而 HOD 20D RRA 
#(0) 一 0， 其 逆 本 闻 开 头 已 证 

此 引 涅 与 (2) 式 结合 起 来 恒 得 到 有 用 的 从 居 原 汶 ， 若 &( 在 
DRAHA (0) = 00) 与 KD)Cg(D) #8 KONCD) 
其 中 , D,— [l] < 01, 

BHBORS ECT ЬЕ RAH ASH RE E РЕ (Robertson 
19702,b, SETA RH. Sheil-Small 1973): 

说 КОФЕ 260, KURZE ро), 43 
G) HOIK lp ls] Cal <D. 

特别 着 JOE BORSE fr EOD 12621 (ll 
(中式 必 成 立 . 

COSE TS gum Ts 
I] iG) — eGOg(o GO) (zl < D. 

其 中 e()5 p (E D ARR НЙ оС < 121g COT < |а]. 
定理 21 оса < R уф) 执 从 属于 c0), RN 
E[ een res ED ori о D. 
对 可 特 侨 种 的 这 一 基本 结果 (Famiewood 1925), апиын 

略 介 绍 一 下 它 的 证 明 . 

Ж 4 为 整数 《我 们 只 竺 要 这 种 情形 )， 对 gCx)” 应 用 普 阿 松 
(Poisson) 积分 公式 即 得 

ico L |” берн Жш (| <<), 


在 一 般 情 形 下 ,利用 ew) 为 次 调和 (Ablfors 237 页 ), 或 者 利 


КЕ 


用 布 拉 斯 克 《Blaschke) PRAM gU 的 可 能 零点 《Golusin 
324 页 或 Hile 422 页 ) 可 证 明 上 述 不 等 式 仍 成 立 。 
因此 ,根据 (5) 式 , 当 0<p< r, A 


fr toe pae < |” laetor ме 
ZI 

«f. Genie Ee ae] 

- | uceora, 


令 P 一 > 即 得 定理 的 结论 。 

应 用 这 一 定理 ， 可 以 证 明 一 组 罗 各 辛 斯 基 和 罗 壹 松 的 系数 定 
ЗЕ 《Rogosinski 1943, Robertson 1970, а, b): 

定理 22 Шш 一 m 十 az 十 … WART gG) 一 b+ 
bz + =", A 


0) Ў лар < £u, |Po-051,2, 


证 根据 (6) 式 可 写 出 等 式 
+ Doe) S) hat" 


ET] эле+ D 


=o) > b). 


其 符 点 是 左 端 后 两 个 和 只 含有 次 数 上 之 * + 109 E e" Ti Wa IS 
[E EH > һе, Dez ЛИЙЖЕ ЛК (Ренеа) 公式 ,然后 应 


用 定理 2.1( 取 2 一 2) 得 到 
> lo n < 1 ip [eem 3 Xe | в 
«Lp £ мге» | = > йы”, 


令 * 一 1 киет. 
E 


推论 2.1 Ж кай) = lotus R 00) 1b rz + 
ЫДА 
moa Clz| <1), 
и 


lasa P< Ўр (з= 12,6), 
= 
证 因 Rew > oA — D/Ge + 1)| < 1, ШЕН 
HER 
[Ca rN GQ) HN < Izl. 
因此 我 们 可 以 对 


HD — GG) — од)» — 31 Gus — ida 


вО) д + 000) 2 CEPR 


rer 


UR eG) = з 22, 于 是 结论 客 易 从 (7) 式 每 出 。 
X323 jk Ка) 一 os 士 … ДЕР 600) — бан 
(50), РАМ = 有 


(8) М? ш) = > сз”, 
gl 
E 


lanl > leu! Gm 1,2, 2). 


or 


证 ял», BORNO 
ft) = (дра) (7 soto" у 


-e [E etm Ee X 


+ 


"пе 


- А 
+ ор [E-e] . 
ЖИЙИ Н ЖҮК = 2 = + 1RR a, 因此 第 一 项 中 :县 


УЗЕНА ВЕ а. EDU RBDSGRÓISBERUE z| < 1 AR 
LOT; 
“= Ѓ абе Сд b enc] etas 
Zar he E 
(ze re, 0 <+ < 1X 
由 定理 2.1 GR 2 = 2), 或 们 得 出 


ыы}, E аса" |ә 


«ze 


- XX aue 
入 + 一 {一 0 便 得 定理 的 结论 
下 一 个 结果 是 上 这 定理 的 直接 推论。 


(9) Mi) et Pam (ls) x Ds 
eG) 一 ae 士 … SUA BF gG), ШЇ 
ао) led &1++ 95 IR (= 1,2,-. 5, 


REE M (Е, 2,70, ДЇ] < m1,2, 7, 
Q0) эй, HAST (1,3,2) BEAT" JOH IRE HERR 
QU L3 35; 35 EG) 4g G2» z€ S, MI a| <>. 
关于 从 属 关系 的 进一步 结果 ， 可 参看 Golusin 《第 八 章 š 8) 


D ЕХЕ k Aal —HEE 


fM. 


Littlewood (H), Lewandowski 1970, Т. H. MacGregor 
1967, 1972, Robertson 1961, 1970a,b, Robinson 1947, Rogosinski 
1943 以 及 Sheil-Small 1973; 也 见 2.2 节 的 问题 
之 以 名 表示 在 DD 内 解析 并 满足 
Р(0) = 1, Rele) > 0 (zl < 1) 
RUPEE Р Са) ВОЗЕ. БАЗЗ 2.1 1: РС) РРЦ НАХ РО) 
A 十 2)/Q1 一 z)。 因 而 从 C2) 式 和 (4) 式 推出 


ap H< eol «LL, 
1 dsl lzl 
IgG» | — ü- ^s TED del < D. 


这 便 知 类 2 正规 ,从 而 是 紧 的 。 

我 们 给 出 此 类 函数 的 司 蒂 尔 吉 斯 (Strede) 积分 表示 式 
(Herglotz 1911) 及 其 系数 的 特征 《Carathtodory 1907). 

定理 24 设 PG) 一 1 十 cz 十 … 在 DP 内 解析 。 则 下 列 
三 条 件 等 价 : 

à de p(s) BT Ps 

QD ЖЕЙК 7C (0 <, 2н), 使 得 


0 | EEEE arer) S10) ls 


Gi) X m— Lie 


D D ead 0,410, 


Бк 
其 中 约定 а= 2, cami D. 

证 (a) 设 p€ @, НЕКА Ahlfors 167 K), 对 于 
leri 


a2) eG) — d |, EEEE вае) 


re — 


d. pelt 
_ Í re EE iras 
一 


н, 


其 中 
y(r) = |е 
2л)» 


在 区 间 0 <; < ?z 内 递增 ; Ж 000) «= 1, 由 C12) 式 而 有 vO, 
r)= 0, Orr) 一 1。 RERA (Неву) 选择 项 理 (Naraason 
223 VU Fdler 267 页 )> 可 以 找到 序列 (т), к, 10 oo), 
Ж r (2, УЖЕ ТР ЖБЕК GO nC) КУРЕН ВР), ББРТ 
TZ ДАНИС), 

O) 设 (iD) 清 足 ， 测 系数 可 表 为 


азу em tremo m uns, 
ШИ. (1з) и € eco 亦 成 立 。 因 此 


r рэ neal аго = Ў) aas (eere 


RZD t 


IM an > 0, AAE Gi, 
(9 设 (un 满足 ， 对 下 一 0 m, RUBER А m it 
Arl < D. RAE n — oo 就 得 到 
s< Y Y аса 2 Y lel” 


020159 [Ет] 


жое) XS шт 


т 
= 201 — ls) Жерш), 
TER. . 
推论 23 Ш pG) = 1 +z +€ @, Hl 
е2 (в 1,2,5), 
并 且 等 号 当 且 仅 当 


GO 了 四 一 Xem LE 


qum Ia 


зг. e ЖЖЖЖ, versn > бу, Er b e 
T.—d. ` 
证 由 (13) 式 有 
ted m2|£ mec | <2 rmi 
并 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 Y(t) 除了 在 形 如 a + ?rz?ja 的 点 上 具有 
В v, 2» 0 外 为 常数。 因此 由 表示 式 CIA PG) RAO, 
的 形式 . 


я s 


ШЕЮ = < + ss n 0) = 5, + ha + o ЖР. 
LE Ae) RE е1 аА 1А» 
PRHO) Eees RE |9441, «be: 以 及 


Са] «0. 


ио s ry 
并 证 明 不 存在 相应 的 下 界 估计 【Schiffer 1936). 
3.8 (0) = 0, E3E 151 <1 有 –а<кеқа)<8. ШЫЙ: 


n 
(42 Eas 1 ex 


з 


ajar HE sis E 
ЭНЕН laa T sis LT. 


AR UCO S [AGO (е) Н. 
fo Rhe G= 1,2) 
TEUER: 
lel 25 ponte 3 BOL G= tute. 

(Sheil-Small 1973), 

ЗОБ с, = Zu R0, cuu — 26 cb, 50 (9 = 1,2 ++), VUE 
BH: ites + be 属于 2. 

ER mé m0, bus — 206 + 6,120 (= — 2,357). WAER (GO 
4C) AG 1912,09 = 1,2, 777) (Regorinski 1943), 


rhe 


22 BES end 


ТЗП ЭИ J(e) 一 me ee їп эй F — CD) 关 于 
„е, 
жє Р, EI EL эзе Є Р, 
AUBS ]О0ЛЕ D SEE, 
现 给 出 旺 形 函 数 的 一 个 解 本 特征 , 
көт», ОЛО 
证 (a) 设 JG) ЖОЮУ, но) (21 +) 
推出 
Uy el ED sl < җа < r< D. 
因此 后 一 区 域 仍 为 星 形 域 ， 从 几何 上 考 虐 知 agire) 应 在 区 闻 
0<8 < Ја 内 递增 . 因此 
pe” Oe] 8. 
D E "> ] э Inliog Gre] 
一 2. argi( e°) > 0, 


УНР ЖО) = 0. 00) 2 0 FE pi) 一 1。 于 是 推出 Pe. 

(b) Ez eG) m s (0) С) Р Р, Р Оа < 
1,100 3« 0, 因为 否则 РО) RABA. # an E JG) 的 第 一 个 非 
FARA т = P(0) = 1,00 000) — 0, РО) =< 0. EGO UE: 
Wl orgie JE 00 «2x р, НИНЭ 

[ema ci] fd] =ar 
(0 r1). 

ИЛЕГЕ Ж Ж. MOHE |a) 一， 一 —IRRUR РЕТ 
曲线 。 故 由 引 理 1.1 ЕН Ja) 在 |s| <= KAH ВЯРА 
r< 1, {HA < r) ИЖ, MU (GO 在 D 内 星 形 ， 

авт Ar HEB 6.3 节 定 再 6.6。 


fune suse ж ЛОК T AERA: 


G) К) але [1 m ze] U « D. 


1— er 
证 设 (x) 星 形 ， 由 定理 25 和 24 有 
IQ. L ("LE 
me f i-£2x40 
其 中 函数 x0) 具有 定理 中 所 要 求 的 性 质 ， 因 此 ， 
IQ 1 人 2 
go s f 1- Du 
积分 之 得 到 


lag 一 орау = —2 [7 tQ — еа), 
апа (зу, Be ЯЕ, ЧИННА АНИ, 
$21 а, > 0(›—1,---,») Ba +6 +e = 2, HJ 
Ko-:]lü-etwy9 (Cei<D s 


э 


在 了 内 皇 形 。 这 可 以 从 定理 2.6 通过 选取 7(?) HEROO = 1, 
-en RREH 1/20, 的 阶梯 函数 而 得 到 。 ЗБЕН ERE 
函数 为 其 特例 。 通过 考察 做 c”)， 知 其 像 城 是 平面 减 去 ” RA 
纹 , 它 们 作成 的 遍 形 角 为 а (о 一 1, o. п), 事实 上 ,对 于 多 数 
极 信 问 题 ,考虑 这 一 类 型 的 是 形 函数 就 可 以 了 (Robertson 1936b), 
#122 设 100) 一 :十 oz 十 … 满足 
Balal <1, 


WSF en 07 
lar — 1601 < B1 — Dal lele 
< lel 5; е 10091. 


. 39. 


Biker Са) 00) — 1] 1, TE Аара > 0. debe t5 
表明 ftw) 星 形 ,因而 单 叶 ，。 

工 如 果 函 数 ft2) — ar 十 … АЕ, ФА Кр) Жн 
3E. MIS yG ЗЕР НН (Study 1913), Врт, s/(0— s) 与 
log [CI + 2/0 一 +?)] 就 是 凸 函 数 ， 

定理 27 ЖЫЕН f(x》 SEDAN B w 
O 14 P). є 2, 

FRE то m, M 


G) м 


30) 
Rs r>" 
(lal<1, del «D. 

ЖЗ (5) 基 谢 尔 ~ 斯 毛 尔 《Sheil-Small 1969) 各 苏 夫 利 济 
《Suffridge 1970) 得 到 的 , ORIS SL er 
O Rafai Rf > l (l<. 

Ке] аа 

(Marx. 1932/33, Strohbicker 1933), SARSAR = 08 
REN АРОК АА ЕЗЕТ “的 第 用 数 时 = 的 系 
数 而 得 到 ;这 个 不 等 式 又 可 以 琢 为 HaC — sy, ШЙ 
* 
бу lla Sen al 1D Es (si < 1, 

证 G) Ke Pu 我 们 证 明 cc онаа 
(б< + ТЫЙ, Жа < |] < rA 


(эь )+а— од 60) Os <<: <D, 
ЕЛ 
于 是 由 从 属 原理 ( 见 21 节 ) 即 得 
ffs) + Q — D) € AGO: I| < y, 
RRE UO: Jal < r) P BW cC) Pria, 
бәш fO #Ер ñw „ПЕ, MIRA 


ша 


2af €x z+ 

(DT Суру кс: 
Ele) <1, 12| <<1 内 解析 ， 这 是 因为 
(8) еа (l<) 
存在 ,根据 (a)， 知 C(r) 是 凸 曲线 ,于 是 arg[/ ren) 一 Ke] 
ЖЕР, e (0,0 + 2z) 递 增 ， 因 此 当 一 e" e 二 一 re 时 ,有 

Re my - £ аа) — Кее) 2: 05 
又 由 于 此 时 有 Вав + D/G 一 01 ~ 0, RIRE 
GG) Re(s£) 20 (Iz|— [$] — cm D. 
НЕННЕ s 一 上 时 此 式 仍 成 立 。 先 对 jzs1 < ” 然后 对 
il <r 应 用 最 大 值 原理 , 便 知 当 1z1 < r, [t| < 了 时 有 Reg(x， 
DO 471, 推出 该 不 等 式 对 |z| < 1, LEE < 1 BRA 
此 容易 从 (8) 式 和 (5) 式 得 出 (4) 式 ， 
(9 НЕ). BR CCr) 的 法 向 角 为 
&(0) 一 8 + argf Cre”), 


BC AR 
Y) i4 -À. (rct 
@(0)— + ор sf 4) 
= 1! + Re re "P" (re Cre y] > 0, 
经 积分 知 其 总 增 量 为 2x， 六 此 从 几何 上 老臣 即 知 对 每 个 r < 1, 
fa 把 1z| 一 一 一 颇 有 成 此 曲线 CCr)、 这 就 的 出 KD) 此 ,因而 


f(s) жр, 
&@24 Щй G) 在 内 呈 当 且 仅 当 s СОЕ DNES, 


由 于 Iw [zf GO Laf G0] = 1 + zf" GT GO XS ЖЕ 


38 1.5 和 2.7 的 直接 推论 . 
现在 来 导出 系数 的 精确 估计 (Lowncr 1917, Privalov 1924), 
定理 28 Ж fG)—s a 十 … DAE 


ч 


lad а eren 


Bb e he 
PEENE 


Ka) = Г epe [Cup 

ae а= 9 8 
Кх) = 

gygy. 

于 是 ,出 的 论 22 允 可 得 内: Ж OAOD + ++ 
DAE. Иа. < wj HORE REC V) рази а 
数 《Rogosinski 1943), 

证 HG) 星 形 , 则 由 定理 2.5 知 
TO р) тъ Dearer, 
Hassk eG) 一 Ka)pG) WERRETSORECG ШИНЕ 


icm (SER) 


于 是 从 推论 2.3 得 到 


9-1 


ар ld LI Eje (52, 3,.-). 


Bla, — !。 用 归纳 法 便 扒 出 Ж RIDE fz) JG dps] 
la] < 1,7 8 FP ESSE ЖИК ol 一 2 或 lo| 一 1, 
而 此 时 根据 定理 1.3C1.2 D IG)EREOONUGEÉX. Cup 
eio 2.4 化 为 是 形 的 情形 证 明之 . 

З. 现在 转向 讨论 "外 部 ”的 情形 、 设 
a2) Е = z + bx EE > 1). 

Bg) {ЕЛА ДН ЭЕ НӘ ROP Q F XT 9 RE, 
WE кш) 在 Am {ls| 之 1 AEE ан, 则 称 
к) АЙЫЗ, m РС) ес w 是 四 函数 。 并 且 是 许多 问 


4r 


юаш. 


аз) Ве 200 > 0 (up o1) 
gG) 
£o Н ss 
iG) 
a4) ж [п +, Ей] >а Cet D. 


TELO тШ 
азун [£5 - Lee aano. 

并 非 每 个 函数 都 是 星 形 的 ， 因 为 可 能 有 ORE, 由 (13) 与 
UDR 24 5 ARERR ER z(a) = ak (a) 必 是 星 形 画 数 ， 但 
其 逆 不 真 ,因为 我 们 只 是 得 到 了 在 (12) 式 中 有 bh — 0 的 那些 星 消 
ginti. 

MR gz) 在 |z| >1 内 星 形 当 且 仅 当 1/679 在 | 此 | < 
IRER, 从 几何 上 考 出 这 是 显然 的 ， 因 此 定理 的 第 一 个 结论 竺 
价 于 定理 2.5， 凸 的 情形 证 明 较 难 些 ， 因 g(x) 在 1s| >1 Ри 
BLUE) FRAME M] < 工 内 本 , 反 过 来 也 如 此 。 

证 设 ra) apun вама, MUNSUDÉT 
直接 验证 (参看 1.! 节 例 1.2), 因 此 可 候 定 下 不 是 线 色 ,而 是 由 一 条 
заана С ДМЕ, 设 单 时 函数 AG) E l| < 1 RUMOR CIR 
内 区 域 , 由 定理 2.7 Юа), AR 


ce {колана аә 


ФАН. X s, GOR АШКЫ C, 的 外 区 域 , 使 得 z (oo) 一 
о, 2090) 20. RAR C kak C。 因 而 容易 从 卡 氏 核定 理 
《L4 节 ) 推 出 ， 当 六 0 时 gu GO 在 [1 da] < 0} 内 局 部 一 至 
WERT gG). 
仿照 定理 2.7 证 明 中 的 (b) 的 作法 ， 我们 从 [5l 一 15] — 1B 
auDA, Fek 5， 即 得 到 关于 的 (15) 式 。 而 
tn 


(н) 015) £ = MOHA — DESI 21 SE 27 
的 证 明 类 似 的 方法 推出 . 

(6) 式 中 的 不 等 式 , 则 被 一 个 不 同 的 不 等 式 所 代 蔡 《Grikzsch 
4935 一 36，Golnsin 1938), 

推论 25 Aat) ecce EAREN, M 
Q6) lgG) S l (| > 0, 

证 从 (15) 式 推出 ,对 于 每 十 *e A, 函数 

пб) ү tir 

Ben) — gs) i—» 
ЖП ERITBRSESB. HARRE a- DE < 
Me] 77 DERE (б) 一 1 ~ 一 hz 了 一 .… 在 有 一 个 二 站 
Жол, СТеК УЛ НЛ КЕҢ. 

ЗЕТЕ 210 E (Setati koe ЖАРЫШЫ, 


—1—2zxg'G) —1g? 05 


p . 
an < 
AE (Clunie 1959) 的 这 一 估计 :如 函数 
(48) gU) — GQ + am) m or LÀ anm eus 
ati 
Bre, EREA. YTRER ЖЕК Ыл +A HR. 长 


r 
度 为 4"*! 的 等 向 隔 线 段 组 成 。 可 以 证 明 《Hollsnd 1972), 除去 
它们 的 旋转 之 外 。 这 些 函 数 是 公有 的 极 值 函数 ， 
证 对 
ule) m gaT) = D G — 1 u 
`: Gil «D 


(271,2, 77 


rts) = sg{(3™) = 1 + > Ld 
= 
应 用 推论 2.1(2.1 节 )。 即 得 到 
CORCEL «(t -F Plat) «4 (е0), 
БП 


н, 


往 间 ”把 这 个 定理 同 定理 2.8 nA. ЭПРА РЕЈ 
EO rl CET MR E EE 有 不 同 的 极 什 函 煞 - 
8 与 2 的 导数 的 系数 性 质 也 有 相应 的 差别 [ 见 5.2 节 )。 

从 (19) 式 及 面积 定理 (1.1 WAR HEE 


(20) Xmsup a|5,| «ii 一 > „ыў 
= ыа 
«(Lour y. 
RINE: РАТЕ АЙ дех, 
(1) limsup s|5,] < 2, 


PIULUERSSCA 2 是 最 好 的 《Pommerenke 1963:), 从 (20) 式 我 们 
还 可 斯 定 
(2) area E = 0 => nb, — 0 (s — со}, 
因此 limiups| 5,| ШЖ ELB ЕЕ, MAA ara E = 0 KAR 
使 该 泛 函 取景 小 值 。 这 与 我 们 将 在 7.3 Db UAI RUP RARA 
系数 的 极 值 问题 形成 详 明 的 对 比 .。 

下 面 我 们 妮 一 下 一 个 进一步 的 结果 。 它 为 玻 利 亚 和 绍 胃 人 怕 略 
ЯТ ТШ (Pólya and Schoenberg 1958), ЖБТ ЕТМЕ 
斯 毛 尔 所 证 明 《Ruscheweyh and Sheil-Small 1973); ER f) 
eG 在 刀 内 由 , 则 其 [哈达 玛 Hadainard)] Bi 


жаб) = Pla. 《lz| <1) 


= 
也 是 凸 函数 : - 

大 于 坚 形 芍 数 与 山 苞 数 的 大 量 文献 四。 我 们 再 列举 一 些 新 
这 的 更 进一步 的 文章 :Brannan and Kirwan 1969, Clunie and 
Keogk 1960, Hummel 1957, 1972b, London :nà Thomas 1970, 
Розатегевке 19622, 19633, b, Sheil-Small 1969, 1970, Twomey 
1970, 1971, 


d$. 


а Lj 
I 


Diasteend-4 У) гы" (o P2) 


ЫНЫ BEES (Roten. 1036), 
PREC + кй D рур, Н ШШЕН 


1 


1 — 1 
Rew, >La, Rew, > ве y Wer > L, 
moy FEAT >+ 


PRG) 在 2 内 止 。 试 证 胃 (Ооз 1935) 
очаю | sre Peace. 


机 设 Ка) + 十-… 在 口内 皇 形 , 试 分 别 以 (a) 定 理 2.5; RA 2-6; 

[QEOE 
ко) а аут 

(Marx 1912/33, Srichhicker 1933), 

SI NJAE) Н eC) REOR. ИЛЕ 

lel&]^| (= 025) 

(Regesinaki 1943), 

з К») ТЕРРИ. PER agree 7 2mr( (r1 — 0)> 其 中 
G) Жз) ЕШ вав AEA- ELERO Ж. . 

TEN УУ BA ERE ANAR Р € s Д8 ов) 在 
эрч Р ZAKE. 

AUR ID е ал + en ÉE DIN 35. WER 


G + ара D ие, (m 1250-5), > 


НЕЙ: Ж ем0р) in 则 Los] e 2 (Cie Kengh 1960), 


3. 设 GO 在 和 内山。 试 证 明 佑 计 式 


D жми Ў) ese" БЕР, ДАЈАНА: 7020-7. —— Ж 


46 


ату (am 052.) 
Ж-НИН Pre Bbtg ДК (Cloie 1959), 
LE (z) = z+ h + kat + G+ € F Е 


Jorzlsz (z) /8G82]1 že (111,02), 
Wasa | 


z(y se) { 了 二 er 

A қа) Саа 
ЗЕЛ А € БИШЕЙ blae + L) (Brannan, Clunie and 
Kirwan 1970), 


ILR е < rA o RARR 2-5 EAE ЕЖЕ ағ HC <s (Palya 
and schifter 1959), ` 


Ў аен 


23 FOER 


LER t() — az 十 …(1z| < 1) жараң, MRE 
EBEK gG) — br 十 … 使 得 
ч) "- >0 (zi «D. 

ЖЕПК Rb 2$ Sz (Kaplan 1952)5| АЮ ERG 85 
是 因为 由 推论 24, ЖЕО) 
2 rta „ГЮ | < = 
[63] RAD >o g |а <=, 
其 中 i60 是 凸 函数 。 这 一 定义 里 然 似乎 不 大 宇 然 ， 但 将 会 看 到 
许多 使 人 感 兴 赴 的 单 叶 函数 都 是 近 于 凸 的 ， 由 (]) 式 及 定理 15, 
BIAGA RSIEREGENUT S. 

定理 211 BOTE. 

证 利用 (2) 式 的 定义 方式 . 反 攀 数 e) ЕАН 
AD) B. p(w) — Кау) WERE 


Regp'(o) = Re >o (а фен), 


р, 


因此 对 于 онен, 
Re Pen) ~ pla) ~ f ра, + wy ~ ui ))di > t, 


故 ple) 在 及 内 单 叶 ;从 而 JG) — e(0)) # p akak, 

列 文 多 夫 斯 基 给 出 近 于 凸 函数 的 一 个 几何 特征 (Lewandewski 
1958，1960).， 持 先 比尔 那 女 也 曾 以 这 一 几何 形式 研究 过 近 于 
ту (Biero:cki 1936); 当时 ， 他 所 用 的 名 称 是 “直线 可 达 气 见 


р 


mol 


TS ERS OKD) BERI. pem ERGE 


我 们 将 不 会 用 到 这 一 定理 ， 因 而 只 是 简单 陈述 一 下 定理 的 证 
明 方 法 ， 首 先 设 (D) 满足 这 一 几何 条 件 . 王 是 就 可 用 有 限 条 这 
HERRAR D) 并 证 胃 对 这 刊 特 珠 情况 (1) AR 
空 。 由 卡 氏 坊 定 玛 即 推出 在 一 般 情况 下 《1》 式 成 立 ， 如 时 像 区 域 
具有 更 进 一 交 的 条 件 ， 甚 至 也 可 以 通过 这 样 的 步 则 披 出 相应 的 旺 
PER e (2). 

反之 , 设 (1) 式 成 立 ， 我 们 宏 义 

#20) = fla) Hiele) (z € D,0 <: < eo), 

(Bielecki and Lewandowski), Б кш) BE HORNE 


eiga 


[2 Ë n] 


— Re #6). AN > 
Re fo + Re оз >9, 
故 可 经 标准 化 使 (e, 成 为 一 个 将 菊 纳 链 ( 参 看 5.1 节 , 特别 是 定 
理 6.2), БЕШ ear) Рр, В. 
(3) EAH) 十 280) Hela) (O<: < r < оо), 
ESOS fe) 与 g(x) E БЕ; 一 般 情况 可 以 通过 一 个 极限 
AERE, женева 
(а) LÒD) 一 069) + RO б< о} (060 2), 
Асн KD) 与 AD <. co) 不 根 交 ， 由 于 
ZK(6) 补 包含 二 这 些 边 界 OD, г) 之 中 ,因此 我 们 断定 (9) CC 
KD) 

假设 半 直 线 L(0)5 LCG ге 63822 X, TAE 
ДЛЕ B RW. MEERE, Р РА 
уз; а = |n| = £114 5, 7 0, 使得 

Каа) — Ка) + аба) 一 Кез) + nin) 一 (вл), 
ES Кл) z € РИН ДОЙ n тё п, 比如 说 < л, {ШЖ 
不 可 能 的 ,因为 由 (3] 式 ,两 曲线 oni): |а| = г) = 1,2)ЖН 
交 。 于 是 我 们 已 经 从 SI) 的 每 一 点 出 发 作 了 一 条 于 直线 包 舍 于 
GACD), 并 且 这 些 半 直线 不 相交 又 ， 景 后 , СМОР) 的 剩 下 部 分 为 
半 直 线 所 充满 、 ` 

PEEN WELET TARRI (Reade 1955), 

证 理 213 PI) = z+ + e 在 DD 内 近 于 由; 则 

lel En (om 2,3, 2). 

AE GR 200) heck os ВНЕСОК GX BUR 
强调 一 下 ,我 们 虽然 已 作 了 标准 化 n=l, {ҢЖ 2 一 1), 假 
iE аР) 00) — eben s 就 有 


E" 
(5) ва, == cab, + D) Gub (n= 1,3, 72. 


1 


E 


因 ВеГа C600] > 0, 故 容易 从 推论 23(2.1 池 ) 推 出 Feud < 
Rea K ioh v2» 1. БН 2845] (0, <>|А|, 又 因 
es. 1 于 是 从 (5) 式 推出 


s| «24-2» пі. 


TE2GPLTPULYAEOE ECT ГАШ 6. 选取 rG) 一 z/ 
G =) 时 ， 便 得 到 几何 解释 特别 简单 的 一 类 函数 、 这 时 , 定义 
MER 
(в) ке[(1— 60179 Са) < 1). 


BECAS EUR TORREAUBSR, ДИА РАЕН ЗЕТЕ R AKI 
形 .. 于 是 可 以 证 明 {例如 参看 de Bruijn 1941, Grunsky 1971): 
单 叶 函数 EG) 满足 条 件 (6) 当 且 仅 当 Кр) АЗРЕТ ЕЗШЕ 
查 线 或 者 根本 不 相交 或 者 相交 于 一 个 区 间 。 这 样 的 通 煞 因而 被 称 
HEED (Roberson 1936Ь), Bin, DE r/C NET 


Z RG) ЕОНИ СКЕН) п. 
cy Tmf(z) == 0 <=> mz — 0, 
ШК JG) WARREN CRogesinski 1932), h ELENK) 
的 所 有 茶 数 都 是 实数 。 反之 ,每 个 具有 实 系数 的 单 叶 函 数 都 是 典 
LEEA KEARD ma 一 0 Ша 100 JG. = lG, 
从而 z= 2, R] ғ 0, 

ЖЗ? G) = =+ as 十 (lz 3b < DRA RAR. 
жүй 


бә ied | 
a-ni mitar + Y Gu ae 


à 
在 D 内 具有 正 实 部 ; 


Gü) PERRE rO) O< < EF 


EE 


IG) 一 [inn Фб) — v(0) — t 


о 1—2ксоз ++ 


证 设 f(z) COHUBSEMUES, [IN I0 — 127 0, EN OD) 
式 推 出 当 Ims > 0A mfa) 22 NE [ELTE 
时 有 
€) efe 109] ~ 2r aó mite > o, 


对 «<80<2а 此 式 亦 成 立 。 于 是 由 最 大 信和 原理 知 (8》 式 对 
ls] < > 也 成 立 。 令 * 一 1 — ОЧЕ НА), 

Kk AGRI. TEMESA (Heo) 表示 式 {2.1 
JdeESIO. 由 f(z) = KG) WB ЕЮНШ). BUS. Qu) 直接 
We: 对 于 [mz > 0 有 dmfQ) > 0. REBO. 

从 (6) 式 与 定理 2.14 我 们 断言 : 具有 实 系数 的 国 数 JG) 一 
了 十 …" 在 各 轴 方向 凸 当 且 仅 当 f(A 为 典型 实 由 函数 。 这 可 与 
218910 24 相 类 比 ， 

9013 BERLUC) aAA 


i) c EE mee s eM 
一 = 


HRALA {ЧҮКТЕ DR ЕЧЕИ, ER OD ECRIRE 1a 一 
对 | «iB 12 WEA 15), 
О] lian 77 а | 2, a| m (ө+=2,3,-.-), 

BE 2533 (Dimdoant 1931b》 与 罗 各 辛 斯 基 (Rogosinski 
1932) 的 这 一 结果 可 以 从 ( 训 及 推论 23(2.1 PEB. EHR 
la,| <s 出 可 以 从 a = 1, lol <2 出 发 用 归纳 法 证 明 ， 完 支 
函数 表 胃 ,C9) 式 中 的 每 个 六 等 式 都 是 服侍 的 ， 

关于 近 于 凸 函数 的 大 量 文 献 ， 我 们 只 介绍 其 中 的 一 部 分 : 
Brannan, Clunie and Kirwan 1973. Clunie and Pommerenkc 1966, 
Krzyz 1952, 1963, Pommerenke 19554. Robertson 19365, 1963, 
1966, Ruscheweya and Saeil- Small 1973, Thomas 1967. 


5s 


此 外 , 巴 正 列 维 青 还 引 人 了 近 干 此 函数 的 一 种 推广 (Bazileviz 
1955); 见 5.3 节 问题 2 以 及 例如 "Thomas 1968 和 Zamorski 1962, 


向 a 
LRK) 满足 (3) 式 ,其 中 AGO 在 口内 凸 ， 试 证 明 
105.) — Ка, 
Re € o» 0 (m € D.z, € D), 
2, 设 (z) ED AETA. BEA 


a C) KA) са (4,6 D, € D), 


其 中 2s 不 能 代 之 以 于 小 的 常数 (meroaci 1930), 

3. 设 дезо ЖД. ЗАН e) none + ~。 在 如 内 过 于 区 
{Brannan 1970), 

LREN: АРРАЛИ РИЯ o z+ aa +... dul 
1 (s 3r). 

5. 试 证 明 ; 者 Коу аа + oe + a. ERARA, EI 
(e= 2,357); BERE RA) 有 界 ， 则 n, — OC Marco A Roberson 
15365), 

[E uc td C (к) = = +... 满足 

Вю = i Саре 
(Hogosimskl 1932). 

iR К) тл + ee МАТИНИ к=з... dA 
ARARA (8) ТАНДАХ FREA lal <s (a= L2) 
(Воьаевоа 19705), 


es 


wa өзө 


AIE MERETE 


1939 年 粘 隆 斯 基 发 现 了 单 叶 性 的 一 个 必要 充分 条 件 : ”函数 
bgt — 452 = 一 > > bur NOI 
:—t rre 
在 {1s| Lit] > 1 内 解析 当 且 仅 当 ge 3， 就 这 一 点 而 言 ,我 
们 着 手 于 研究 类 而 不 是 5 类 是 自然 的 ， 烙 隆 斯 基 不 等 式 表述 为 
(ж) à 5) аца, | © 5,121, oo. 
тті kei А 
其 证 明 并 不 困难 。 КЕТА КООН, 已 成 为 研究 单 
эйр сда. 
困难 在 于 用 Со 的 系数 a ЕИ 一 1, 
2,7 ERARI АКАИ ДЕ А 1960 年 才 也 现 第 一 
个 重要 应 用 (由 碍 尔 强 斯 基 和 谢 非 尔 给 出 ) 的 缘由 ， 在 利用 不 等 式 
CR USE S 燃 函 数 的 “ 泛 系 数 ”? 方 面 ,已 经 发 到 了 几 种 巧妙 的 方法 、 
特别 是 米 诛 于 1965 ЗЕЕ АВ Е 1972 年 所 建立 的 方法 ， 至 
于 如 ( * KARREN ERES SEARE NEUER R 
科 将 作为 附录 予以 讨论 ， 关 于 这 一 党 题 的 进一步 结 票 ， 可 以 在 米 
林 的 书 中 找到 ,该 书 还 讨论 了 推广 到 多 连通 文 域 的 情形 ， 


31 НЕМЕТ 
1 为 今后 讨论 方便 ， 我 们 首先 3 人 法 贝尔 《Fabe) 多 项 式 。 
RER 

(1) во) 2+ У) Аат" 


s= 


1) BJX' RUE RUGTAK, Large coefficient — RRE 
5i 


在 co 的 某 领 域内 解 折 ,因此 它 在 oo 领 近 , 比如 说 在 [z| > R 内 单 
H. 根据 (1) 式 ,对 于 固定 的 wkC, 函 数 loge) — w) 对 
充分 大 的 解析 且 在 co 为 零 。 故 在 co 邻近 的 展开 式 可 者 为 


о) м 02е =- t ow, 


《we C, ILIA X2 
关于 “微分 (2) 臣 ,并 置 000) 三 1, 得 


EG) . y elo) 
G) FOET > "C 


美 于 w 微 分 (2) 式 又 得 
1 lp - 
—— = >; — $; e 
Oo КӨР > = 9.00) 
将 展开 式 (1) 代 人 (3) 式 ,可 以 得 出 等 式 


с тыр" 


一 (t +(¿— x) + У sano +> Фа"), 
= = 
比较 系数 , 即 得 Cw) = w 一 如 及 递 挫 公 式 


(5) Ф ыб) = (w — KO) 一 s ba-w) — (n + 106,5 


п 


ба == 1,2,5), 

于 是 可 由 归纳 法 推 出 Ow) 是 形 如 

[ol Ф.и) = (w — Ы)" — nbh(w — bh) s 
(в = 2,3, --:) 


的 = 次 多 项 式 ， 我 们 称 gu(w) 为 gG) 的 ”次 法 贝尔 多 项 式 。 特 
别 , 我 们 求 得 
Ф(ш) = 1,000) TE bos Ow) = (w — bY — 2b 
e Qv) — (ш — b — 3. (e — b) — 35 
Dw) = (о — b)! — Ab (v — by)! — 4b/( — bn) 
s>» 


OET E S 


+ (28—40), 

ИЖ ФЛЫКЛЕ BIR ВР о ЧЕ, 可 以 证 明 , 在 
适当 的 杂 件 下 ， 若 当 区 域 了 的 内 区 域 中 的 解析 函数 可 以 展 为 7 的 
外 区 域 的 歇 昭 函数 的 法 贝尔 多 项 式 的 级 数 。 可 参 痢 斯 米尔 请 夫 和 
到 别 杰 去 的 书 《Smirooy and Lebedev) 以 及 诸如 Suetin1964， 
Curüs 1971, Kövari 1972, 


现在 引 人 格 障 斯 此 系数 。 因 为 在 {|| > R, t| > Rj 内, 5 
fiM, гб) ж ORE GO = 0, утва E 0) 
在 这 一 区 域内 解析 , 故 可 表 为 
O) м0 00) --Ў нее, 

一 #=з1=1 
(sl > Rltl > R). 


展 式 前 添加 负 号 将 会 有 方便 之 外 .。 我 们 称 bu 为 函数 pa) 的 
格 详 斯 基 系 数 ， 显 然 有 
@) bum bas (А, = 1,2,+-), 

Ж w — кл) КАС, 
(шу mëlle S L Cae) — le 

= 

再 与 (8) 式 比较 恒 得 到 
с) Фо) c iC e 5 buz", (lel >R), 


VÀ alw) — w — bo 故 有 

(12) Фр з (= 1,25), 

及 (本 式 还 可 看 出 格 际 斯 基 系 数 与 如 无 奖 。 关于 格 隆 斯 基 系 数 的 
明确 而 复杂 的 表示 起 已 由 苏 尔 和 于 郑 尔 给 时 (Ssbur 1947, Hum- 
me 1964)。 从 (7) 式 和 (11) 式 ,我 们 算出 


(13) бы = + i bh ba = b + bbn 


551 


bamn tabt Ea, hs bb + Ей, 


bu = h + Мы + 266, + bhas 
ba m hb А + bb HAH tih + и +L H, 
9631 рш es dne, 则 由 (8) 式 有 


s (i —)- -X3Xaeu 


k=l !=1 
TER =, Жыз (AI). 


2 从 现在 起 我 们 使 用 1.1 节 及 前 自 引 进 的 记号 。 并 特别 以 
бы 记 g € E BEER 1а E = Cela), A m (|а| > 1}, 

这 一 章 的 基本 结果 是 汉 面 积 定理 推广 为 如 下 形式 (Schiffer 
1948, Milin 1964; Jenkins ` 1964; Pommerenke 19644); 

定理 3.1 设 g 《2,4, "…，hn 是 一 组 不 爹 为 雪 的 复数 ， 


w 


аө x= 


кез 


等 号 成 立 当 且 仅 当 raf = 0. 


取 2 Ama 0, As = 1, 作为 (14) 式 区 推论 我 们 得 到 
a5) X lel 2, (mii 2,60), 
*=1 


EPERE ANERUS 式 当 e 一 1 БИ 
Я. ВАСУ Жаа 


nos 
Xo «xiu 
PE 


p 


(6) la & L<, (ble 1,25). 


Vu 
反 过 来 ,[142 式 显然 草 含 车 单 叶 性 。 因 若 对 于 某 个 R 2 1M 
Еа) — z + b Е А |а| < оо 内 解析 , 且 C14) 忒 对 一 
Mss lo 以 及 严 一 1 2 成立, МАБ), 于 是 二 重 
SURG [41 > 1. [[] >1 Wk, HEER (gG) — C00! 
+ 


<=. 


G-—D 必定 解析 且 不 等 于 零 ， 这 就 推出 g(z) 单 叶 ， 因 而 局 于 
>. ` 
证 ”考虑 多 项 式 


аә ^| Ке) 一 Ë Raw) “0, 
从 C11) 式 和 (9) 式 ,我 们 推出 < 
(8) p&)- > = + Eae NL Xs. 


k=. kei 


而 由 推论 1.5(1.5 节 ), 有 . 
аә Eff iwoore- d.i ое)» 
ж jin 2xi jen 
I G< r< m), N 
RRAC) = абд 1+ 1 > r), CG): Cre) 0 0 < e, fE 


FUR o = gl), z = re", 并 应 用 C18) 式 ， ъй 


ES Fea 


«(> ы 一 > kart) #8. 
ЖЕЙЛИ, AONAR 
(дрво 


ur, „нам C (> 1), 


iet 
Ф r1 0, Bl FO) 在 C PIER, B. ХВ HOC) 
(7 人 1) 的 交 , 而 得 到 DOS. 


LC сда = Ў 2. S ar. 
e» Effron- Xii D tap, 
因 积 分 非 负 ,并 注意 (18) 式 中 а, КЕ, АТ Е а (14)Җ.& 


ELE 


Эй? B {4 #1 (10) ДСИ РО SFE; 而 当 且 仅 当 ага = Q 
时 ,积分 为 零 ,因为 A Co) 只 有 有 限 个 零点 . 


XHi2 # gE EC l,e) M 


ар Уа |а | «ты, 
зе: l ё Å 
(Q2) [3 Xie] <54 Гар, 
= ek 
只 要 末尾 的 级 数 是 收 策 的 ， - 


RFA EAA 1939 Ap ЕЕЕ ЕЕ Ж e F RUE Me 
аниа (о) аео. RI QAGUERTeS) EI) 
Эко). Wi, ЖАНЕ: AR Ж АЕ 
ЭШ, 94 节 中 ， 在 关于 OpC A) RATRE R E 
斯 基 不 等 式 的 一 种 更 精确 的 形式 。 

证 НИЖУ, НИНИ 


Ў һа «(лаг eap 
«JG гам} 


m 


ЖШ, 故 由 C14) 式 按 常规 论证 即 得 出 (C212 式 。 从 (21) 式 我 何 
ЖАТ < p< m, 1< 4 < s If 


es Efe eR Sua? 
[тт i-e k Ыр lie 
` < > EN => ар 
ie k od [d 


Bk, ОТОС misika, E Pegal, 令 mo, 
п oo 即 得 (22) 式 ， | 

Ед — 0 RARER RARE F CD 
式 中 等 号 成 立 的 条 件 。 


Ы 


B arg PUES ЖО) EMF 
(зу n 5) D лаа + 5) Jah >з Quas ee. 
名 


ЕН 

жж haoc. AX HE Бре (ое) Б г. ЕП 
ЕЛАН ЖОК ЖИЗ ГАЗАН CHORO Р = д = 1,m=n) 
得 到 


т —R HIKE m, 
Q5) У | + 
0 Жї>т; 


比例 党 数 之 所 区 必须 是 一 上 是 为 了 使 (24) 式 让 等 号 成 立 ， 于 是 及 
《ls) 式 得 出 
„Уча, 
MG) > z^ > i 

国 此 对 1z| 一 1 有 Re 6009) 一 0。 从 而 知 А) # [e € 0; 
RehCwr) 一 0 的 若干 红 自 界 成 。 

上 上 述 讨论 尚未 表 朋 (2 和 式 是 最 佳 的 ， 因 为 我 们 还 不 知道 是 否 
存在 函数 pez 满足 (25) 式 .这 一 点 将 在 7.4 记 中 得 到 证 实 。 

关于 “元 限 " 彩 式 之 (2) 式 等 号 应 立 的 条 件 ， 目 前 似乎 还 所 知 
EA ` I 
将 隆 斯 基 不 等 式 方法 常常 不 能 给 出 关于 极 值 函 数 的 确切 信 
息 ,特别 是 不 能 确定 所 得 估计 是 否 精确 ， 这 是 它 的 一 个 缺陷 ， 

3, BER RC AEG ШАКЕГИ ЖЕШ АТ К ЖЕ Ж 
Ж, PBFA z 一 《zt) 的 复 项 尔 怕 特 (CHitbert) 空 间 ,其 内 积 与 范 
gos 


(aou) У ашды Їй = (22 Isi. 


我 们 引入 联系 于 函数 2 的 格 隆 斯 基 算 子 


Q9 вк» (X; vE е); 
名 
AUR T Oo 


E 


Q7) вее» (X: М рш), 

于 是 对 称 关系 (9) 可 表 为 Ez pw. 关于 通 数 ge 了 的 格 隆 其 
基 不 等 式 (21),(22) 则 变 成 
(28) {Вз < 121, 14, ва) < 1а, 

RUBREIGE НИС IE 3.7 或 直接 证 明 ) (28) 的 两 个 不 等 
式 等 价 、 因 此 , 苦 ze 3。 其 格 隆 斯 基 算 子 了 是 范 数 [BI < t 的 
有 界 算 子 . 在 9.4 节 , 我 们 将 再 来 讨论 这 一 问题 。 EXE, 我 们 将 
只 几何 上 给 出 关于 ||BI < 的 一 个 充分 必要 条 件 . 

ARAT вай вве 一 B*8 = IC 为 恒 等 算 子 ), 就 称 
GET. 由 (26) 及 (27) 式 知 , WERNER E HARTA 
当 
9) * [ALL 


КЕ 1 


M Bim) 
т' Biel 


关于 这 一 点 还 有 一 个 简单 的 特征 性 质 (Mitin1954;pommerenke 
1964s; Pederson 1968b); 
WON ЕТИУ мев 一 0， 


证 首先 设 re 一 0。 这 时 (147 式 等 号 成 立 , 且 当 了 % ! Pf 
可 推出 


G0 lM HUP + ze yn Xr ru]. 
ta imi ' ки 
ut ины А + IR, 
Er] 1 


3E n 0, 1 — 1, 便 得 到 — 情形 下 的 (29) 式 ; 把 这 一 结果 
RA G0) 式 便 得 Re[…'] 07. 由 于 名 与 入 的 任意 性 这 也 就 给 
BOT i >e 1 d HQ. 反之, 若 (29) 式 成 立 , 则 (30) 式 亦 成 
立 , 故 由 定理 3.1 得 出 arcaE = 0. 

ЯЕ т 1 = 0 的 格 隆 斯 基 不 等 式 的 重要 特例 我 们 可 


v. <. 


也 用 线性 代数 的 术语 表达 。 т ЕЕЕ 

GD B= GI) A Em dram 

Boi EBR „ЛП в MIIA 3.4 CI 3.6 节 )。 然 后 应 用 定理 3.1, 
则 容易 得 到 : 

推论 32 TIPS Worse ape (а 1,2,5) 

yas 
d, о 

(2) B-Uv| °з. |o, 
СЛ [ 

其 中 如 жш, al Sl G = 1,-: m), 

各 用 所 东 不 等 式 在 应 用 上 的 许多 困难 同 如 下 的 事实 有 关 : ЖЕ 
ВЕН RR dalil 1,2, ) EB by m b CE = 1,2.) 
以 很 复杂 的 形式 确定 了 的 。 如 何 用 泛 孙 分析 或 代数 的 公式 把 它 表 
东 出 来 还 不 清楚 ， | 


问 и 


l7 GT = Bin) + с (1), юзо, 


2. 设 z(=) = = + Pu rl 2.5 推出 ; 
Te) = l <, Csl> 0, , 
Й ee E 有 [2,0601 <2, 
EDGE EA 3: 


n 


[LP LLL mL 5 Boa 一 > vsu. 


алй гєр B s= sa ЗШЕ А Басар 时 有 
如 =н. 并 由 此 推出 lac e (К == 1,5? + 1) (Jenkins 19605; 
Durea 1971), 
БАШ: AR гє, M 
C 


х eie im. 
z pibe 


ЖИЛЕ: 对 每 一 "<[ 一 1 1], EBRAR IDE HUNE 2, е е, B. 
不 再 存在 其 它 的 极 全 函数 。 
ЖЛЕ ЛЄ Е д, АЕС (k = 1, 2,-..). 证 明 


|E к) ыр 2 qur 
e 4 TU P RR 
TAB P Ese P USE ze ОНИ. AXES аген = ов Е 


紧 ， 井 进而 证 明 若 对 某 个 ecl. 函数 a) 在 In ro Rebus SH. 
leja, 


32 X = (Gomin) FER 


本 节 的 主要 结果 是 龙 重 辛 不 等 式 (Golwin 1947, 1948; $$ 
Ж Golusin 113—126 XD). 

定理 3.3 гє EQx,€A,v.€ CO = 1, n), nw 1,2, 
e ш 


о | тш ӘӘ 
<> Dr * 
证 ”我 们 来 应 用 格 隆 斯 基 不 等 式 , 置 
о) am Sirac G= 5,2, 
Bav nm 1,2,7-. 由 (3.1.8) 式 得 
(3) X Xaa ie ro 


--513 X Xm 
—w us 
- -5 D buuin 
n 


e 


HG 22)56 02) Са 
SU SEGUEL D D rrai 
u “1 4 
= > Mns 1— (8) 
注 эж, enum CLA Ж e AES Н И ERES TS 
Ae WAE U -.., 1] € C, Вы", 


М 
r= l Урун, miser 


в т А 
рео р sl," о, {> 0, WE 


ñ А PAL . 
э = Ууу Уц (2 Der D) ptm te, 


DI IET! Ыт И 
于 是 。 
2 УІ bylh = > Ў bal + OCN om оо), 
iei EXE 


尖 应 月 丸 租 六 不 等 式 ,利用 (3] 式 和 (4) 式 ， 然 后 再 仿 r — oo 即 得 
È ўда |< luu, 
= 


Ai 
再 令 п со 便 推出 (3.1.22) 式 。 

敬重 辛 不 等 式 (1) 有 很 多 应 用 ( 兄 5.3 节 和 11.2 35), RME 
ОНЯ, 

Mo 1 
6) Legg GOL < bata Tupe 
EA g(x) = z + 表明 这 不 等 式 是 最 佳 的 . 

E s= 2, Юй z — z, r. = t, т, = 1, r; = —1„К1)Җ 
成 为 


(EAJ 


ы OOE КИ 
O [we EL (DY |^ S eT 
Ca t € A). 


tB 


Жс) фз, MWAN: 
推论 33 Ë рех, EA, ER — 1,2, 5,2). E 


|ДДЇ- 


+ n 1 
M \- prs 
利用 3.6 ЕЗДЕ T AC He, RITE HP DERE 
拉 德 (1972) 的 一 个 结果 : 
推论 34 X géXos6€A,T,CC(o 51,2, в), Б. 
e€ Ç, n 


(7) |> > ra, Re) кы) = 了 -十 


КЕТП "LEM 


«Eie 


к rm d 


E cre) Mid 


and 


“rury 


事实 上 , 若 * 一 lele”, 在 (1) 式 中 我 们 以 vu Кдй nus TU 
由 引 理 310 取 Ки) 一 c^ 一 1〈 此 函数 具有 非 负 系 数 ) 即 可 推 
出 (7) 式 。 Wü. SACR CELEREM c- 0 时 的 极限 
情形 。 

想 届 把 成 便 座 不 等 式 应 用 于 了 鸭 数 并 5. 依靠 取 GL) =. EG 


并 非 总 是 有 效 的 .因为 1(z) E D PRESTAT QD) CEI D 
而 对 于 只 包含 函数 的 差 的 戈 鲁 辛 不 等 式 来 说 ， 增 加 这 一 条 御 却 不 
起 作用 . 

因此 ,我 们 考 虚 函数 


(8) £D -———. (zl > 1. 


V WE ?) 


这 个 函数 在 1< 他 | «oo 内 解析 。 因为 当 0<|ер<1 时 
1G) x 0,00; 且 由 引 理 12(12 3) R0 ер) ЖР 2. В 800) 9 
函数 ,在 (6) 式 中 令 z 一 — {ЩИ 


“+ 


[1449] 1 
|210 ОО zie lE #1, Qa >D. 


XER z HARAG, ma 
(Grunsky 1932; BBA Grützsch 1933); 
推论 35 着 ff3， 则 


@ ja se < Fun Фа «n. 


JG) 
PAREREA 
1-1: KON LEHL (s КОШ 
ао) Loit < | «c Са en. 


wna еа ма 2. m 另外 两 个 不 等 式 容 
易 从 Ci0) 式 推 由， 当然 新 的 不 等 式 (9) 更 强 一 些 ， 因为 它 也 表明 
ТРЕЯ ане, 

HERREN IO EU A x 


ру = Юн) __ А " 
ар ene Oa ou ge G >D 


我 们 求 出 
(12) [71792 Emóg(s; D 
-ee (Фу, 
299-268) 


量 (11) 有 值得 注意 的 不 变性 质 。 э, 它 在 "O Б Ж. S Node 
下 保持 不 变 。 
XH XA 着 g(x) 在 人 A 内 单 叶 ，z,€ A， т,єС(»<= 1,2, 
Em! 7 ` 


рэ теба) < S5 тө 


каза PET 2,8, TE 

Ж 由 于 gz, 0860) кэне ЕЕ, MARE 
kez, 关于 * 和 “微分 (3.1.8) 式 ,得 到 

40р) 一 -E LE (г) > LEE D. 


"EP 


аз) 


ua 


六 此 , 若 i QU HL s BE E RARE CIARA, (3.1.22) 我 们 有 
|= PL OE - 5; > BAS | 


= наре >) У] тм, 5) Gum 
Жаа SFO DEOR 
现在 设 fz) KEDRA. E (р) 一 is у, E 


Bis EH MESE РЕКА FEMA an ЖЕНЯ 6 (а?, n 
等 于 


10. 


ода LIO 一 二 гегу MET 


| da FO NFO 
ИИК. CO 
аз) од, 2 < <; тру 08141» 
экии нет аль. 

间 ш 


1065, ШЕЙ: ЯР уб, ЕА, с, eC m 1,--, ө») 
ha s sl 


E E е рут 


(Lebedev 1951), 
2.3) 265, l> 10121, RER 


Ера 


1 1 
тг "т T 


D RERA nto. — В 


++ 


Саза 1945:), ЎРАБ ^ BAAN S ДЕ ЖЫНЫ. 
3,18 z€ Z, c €C, 0x0, HT 
(i-e 一 1+ D» > ТОА 
атака AFEA: 
P: > коме C t- DAL, аео) 
4.8 g € Z, PG) Ж s K EROR ERI 


" 1 erzmax| P (m: 
mex Pe) <; entre (0 


(Pommerenke 19592), 


$5 -EMARIA 、 , 

Ж ПЕ TEMOR ACE OE 2 ЖШ S 类 函数 的 系数 的 某 
些 息 好 界限 ， 

首先 考虑 函数 


KORIE: У аке, (ls1 > 1). 


= 


这 里 限制 和 оК, 仅仅 是 为 了 方便 ， 面 积 定理 
(L25) аА «073,0 1,2,5. HIA 所 1 是 精确 


fiit. d gl <; илнен. 并 且 , 其 格 隆 斯 基 不 
2 

等 式 似乎 也 不 可 能 直接 导出 其 精确 界 眼 。 因 此 我 们 来 考虑 单 叶 奇 

函数 ( 见 1.2 节 引 理 1.2): 

а) F6) m i а 


wt (st 
2 vi 


1 1 i M. 
(inel bela). Yes 

dth ею E, Biz (3.1. 习 式 计算 出 et) RENER 
+679 


1 ж 
D etw, Hola, атн, 
dL hou mia, 
定理 3.5 (Sduffer 19382) g € Fos M 
lal «i 


等 号 成 立 当 且 仅 当 (ш) — 1 + eu ,C0 < 8 < 2+), 
E Ndari 1953》、 由 (2) 式 及 (3.1.16) 式 得 昌 


(3) [a E w e aa «2, (wer) 


ЖОЕ E, Wom ARRS м< 且 等 号 成 立时 , 必 
有 (ыи 一 二 ,再 由 (31.15) 式 知 当 t эе A AEST, 因由 (TD 


яга е lu, eo, 二 是 有 (3179 和 C34.11) 式 得 


到 
g'Gy = 8G) — s + e. R22). 
Blitz COCHIN eG — «(1 + г-у}, 


BROKE, TUE (èl <4. 因为 
(е) = z + Pht + e a + 
BAF х, ЯСИНА a, > 9。 由 (3) 式 推出 
2 1 
h&g T; Reo, (eE). 
请 而 只 须 证 明 存在 w € E 满足 Rea? < 0 ЖИТ. ЗИ, RIR 
于 所 有 o € Ed Вен? 2 0, 因 集 连通 玉 不 各 0 Н. MNI EM 
于 三 个 篇 形 
PETA lagm 25| <2} (291,2) 

"MEA. ЗЫ ЧО, d B КАЪБА 04, 


6+ 


ЖУСА, ANEA h = 0. 
我 们 已 经 对 9 = 1 与 # — 2 ЕНИ 


2 
@). ны «x ex) 


对 于 于 中 的 星 形 国 数 类 这 一 估计 对 一 切 ^ БУ GERE 2,18); Н. 

BERA: 十 “Ye 中。 然而 我 们 将 会 看 到 ,对 于 整个 2 类 

ЯНИЕ O) 也 是 不 适合 的 (参看 52-5 638 555), 
现在 考虑 函数 

(5) -Fst У) а" 5, 


我 们 来 对  — + ШЕШЕНЕ ИШ 《Garabedian and — Schiffer 
19552; Charzyfeki and Schiffcrl960b), ”实际 上 我 们 是 证 腿 对 
9 = 4 ТЕЧНЕ (1.3.2) (Friediand 1970), 3ÉB ifla T 
хаас. PER 2.2), 
定理 36 i) Rogue W 
(бу — laP- lat Del A + T els, 
证 函数 
l 
(7) 09) m» 
—E—a GITE 
+ (—aš + 2%, — в)? + 
属于 Z, 由 [3.1.13) 式 它 厅 格 雍 斯 基 系 数 : 
DELL Ld 5s e. 
Hit 8 
(8) amm bs am bh — bus 
s= Ê B Sab — ba, 
RME H bus bu, ba ET mo ass ms ЕБС 
在 格 隆 斯 基 不 等 式 中 只 出 现在 言 A, 2 的 项 中 。 HAERE, 4 
ЕЕ 


0) аен dom as даа, Та р (7 12,3), 
AORAR, пуал 


(в) c= ар р 4-3 ta 3, 
RE 3.6 518 so BEREN U (pis 
4j 0 
ap | A Y55-v( БИГ 
VETE" с a 
ЖЕЛ ЖН 14 «д1, |4] < 1, 
现在 我 们 证 明 。 当 x, з, m H (11) 式 给 出 囊 |d S 
(| 和 工时 就 有 ¿< 3, MAAMA z ws ss АЕНА Eka 
事实 。 ` 
AURE, ox, c ÉE а, 4, MAARE 
Ж, НОЙ КОЗ ЖЇК (Ahbor 237 TL RUE PUN EKE 
原理 对 于 若干 解析 函数 模 之 各 的 推广 ， Я e dE (l| <l, 
Val <1) AT lal 一 14] 一 工时 取得 最 大 值 。 
TERTRE |d) [h] = 1, ME EE, IN 
此 有 
(12) б 36 = 1, 33 +041, zs, + 3zë, = 0, 
特别 有 09m < I, 
neg Из =, = d, tores s, TERORA 


ORE nmm [а 而 捷 出 (6) 式 。 _ 
E =; 0, dd ¿ — eg 一 3argx， 则 由 (12) 式 得 出 


"s= itri tri Irira RED 


—— E rir, cost + 6r ruri cost 


ica ты 


„е 


赂 去 景 后 一 项 即 得 
(13) caira -Anly 


一 3 一 二 人 (58 =e rtie 577 )edr 


<s TG b <a. 
推论 3.6 设 fe5, 风 
aa) [aa] «idee 5 
将 定理 3.6 让 用 于 有 函数 


fü - VK +++ ETT 
BIET EHI ЕЕЕ, Эа (1.3.3) s 
led < + pafl ар 141, аз че 2f 
由 (14) 式 我 们 可 以 新 定 。 仅 当 La] — 2 Bl ES 
ROLI? 节 定 理 1.57ia 一 RERE AÉRIEN 
ES" SB HORAE GE. Pederson 1968b 


A = 
VHS PEB: E z ez B lala, Rl 
Ae, xl T pun, jm. pe : 
MUR Hole er вораи 
[8] «0.462 (g€ E). 
ЗЛА к) = ^ + seti + su unm 十 … € S, 证明 


Isi (m gps) 


(Galuin, 1938), 
4120: 
m: 


іл бп +200), GES 
(Вага вета 1272). 


34 зан. харита 
UTER S ЗН Hr) 一 x 十 a? + … -的 系数 进行 
估计 ,本 节 的 结果 涉 于 费 获 闵 控 德 (1972) 的 一 个 不 等 式 ; 
ЖЭЙ ЗТ EIES, hb. ee € R(N = D2, 08 
н ‚б сш он эшч 
o (иез) < $ (анан) а, 


其 由 s.a.) = 80и), LA a < v if, 
la ils o] <a 
@ вао ыш жи. 
АЕН 一 -… — a — 0, fE 91831 
D hasl S ja 97 ON) дао). 


л нен: 


АНА ДВТ Е ЕНА. 
从 定理 的 证 阴 中 还 可 以 看 出。 车 jO 在 D 内 有 一 个 极点 ，(1) 
式 仍 成 立 。 定理 的 证 明基 于 如 下 的 六 曾 辛 型 不 等 丈 《FizGerad 
1922); А А 
[DE SIM 着 18161, s€ Rae = 1, ее, 
2-1,2,--),H 
et 5» өү «Y Xo feat 


AE CREUSE LI)ORT У НАЖ 
ED 一 


并 在 (3.2.1) 式 中 到 实 部 容易 得 到 


353 ав Ка) fo) __ 
раток енер тераа 


E 


m 


tl. 
KG 


a 


Ўв) —1@) 
(s, — +90 — 52.) 


(тє B). 
< 一 1， 便 得 到 
ESETI d H ú 
55. (xao ) 
PLA 
将 Iir, = Xv! FAAN BE n sez m 
33833 的 证 明 ЕСО Na RA 以 ， ， 


AO HESSE UC, 5188 3.10364) M C == a, Ке) 
到 (3) 式 . 
- sm ,ee Lr 
起 一 


取代 enan Жер Осер < 1, BAR — оо, RECO) fast 
谈 为 积分 而 得 到 


o (Sef раў, 


ree") 一 t" 
«Pf stet fna 


KEARAH. ms |, 4 
(9 Кх) — iG) a Ў Ў аы 


2—i Aeg 17а 
D a 一 È sti 
所 以 (5) 式 右 端的 被 积 函 数 可 生成 


i күрер Lej Sj AAH- tC PORT 
DO erant PPP HERD Fai enia aeg 
DR 


Бири. RREA А ti mI imr BB us 
73 * 


КЮ. ЗІНЕ 

Le ttl д= {+ +1е= ++ 1, 
эу=+ў+ї=+ї+1, 

并 消去 除 š 之 外 的 旧 谈 量 ; 即 知 (5) 式 右 娟 的 积分 等 于 

€ 5 > > Пао pp), 


其 中 8.(mp) EMERI | 
"isuM»—»5s—l,nBb—s5XiXp—l, 
»—а4}<»—1 
ГВ, E no, юй ЕЙ: X a<, 有 
рпі а орь Eaton W 
此 解 的 数目 由 [27 式 给 二。 


Bent Bos aes, (S) — ет Ë 14. йө” m: 
HOAR AUi 


e (Slys SÈ PADET AA »» 
其 中 
6 . „= > Tyri? (om 1,2,4), 


E Pul 
Mox x oe 之 sn 之 1, 对 于 sm 1, o, N, 我 们 能 够 取 
到 实数 aw(p m 1,5-5,0) 快 得 
ао) £ pe Ë 对 py 一 2 . 
Ha 一 二 
m 9 d pmd, N. v > s, 
因为 这 个 方程 组 的 范 德 效 《Vandermonde》 行 列 式 不 为 ?。 置 


n 
(Ш) падзь, т, = >; awa (pm l... N), 


HR p< <,1... Hr OA C 
(р) 加 一 hn 人 5) 一 Ў geo ice (»—m1,2,--- X 


s 


PE 


因此 从 《10) 式 推出 а, n Xv XN). BOO ДЖ 

[al &Кг°-%(у > №), IHK 5 о WER. ATEC) 

式 中 令 5 一 0， 并 利用 比如 mm 一 о(27) (в — 09》 便 得 到 C1) 式 。 
5188 32 车 В.(о) (и) 由 (2) 式 定义 ， M 


E 
аз) ем ене el ir —1) 
m cahe) 
证 由 (2) 式 有 


rwa 


У) waa >) = X G n 141) 


л ° — 


=p tEn w + a — E), 


BES SS ПЕН (1з), 
现在 我 们 来 挫 导 费 奖 前 拉 德 (1972) 给 出 的 目前 所 知 的 最 好 的 
系数 一 致 佑 计 ， 在 这 一 估计 之 前 的 辊 旨 的 估计 曾 在 1.3 节 中 提 到 
x. D. 
定理 38 着 je 3, Ш 
си) а < fZ стоп G= sa xe 一 
证 “假设 (14) 式 不 成 立 。 则 存在 第 一 个 au 全 得 
lel >T", 
比如 说 ， 
lem B on engl 
Riga 37 OR COR) 385138 3.2 EA: 
ZY unie Заба о) Р 
(E) ee eure eos 


"ne 


故 存 在 第 一 个 ms i, < n, < 2, 使 得 

la, P2 Low 
如 此 继续 进行 下 去 便 得 到 一 个 序列 《mw) WE m < ma < ms 
使 得 

а. Ant СЕ 0), 
Н 62% В c>1, зан 
lmsup fanl = > CW > 1, 
这 是 不 可 能 的 ,因为 f(x) E DIN, 
定理 39 EES, N 

Q5... limsup lel < 1y 


RFO C 6 LN 


由 此 推 知 ,对 一 切 s, 或 者 quu] = x, ЖЖ 
a6) led < n, inv. 

Ж „Р 可 能 与 二 有关 - 比 伯 巴赫 狂想 的 这 一 源 近 形式 首 
ЖН (19554) 证 明 ， 他 所 证 明 的 结论 更 强 ，Hmsup 可 代 之 
以 im (EHSA Наупил 104 页 和 Bazilevič 1967), 我 们 这 
里 给 出 的 不 同 证 明 属 于 费 英 次 拉 德 (1972)。 

证 不 妨 设 š 
an PS limsup el 0, 


出 由 定理 зв ЫН z < үт <o БЫТ W 
证 明 的 定理 3.10 HARBOE: І 
аву lana = lanl = оф) (n> ®), 


(369 


йз „б < s < 号 ， 由 (C17) 各 (18) 式 ,可 选取 序列 Cot), 使 得 


ma < ena B 


(19) Та > (а — em [ал | > (а — a)i 
&—1,2, 9), 

设 我 们 选取 了 足够 大 的 m > 2, 当 п s, Bf, 

(20) le < (a + аде. 


Ri < е, noH Glue smi Gun 
+ 
| 3803 z. = 0。 应 用 定理 3.7 便 得 到 


©) (X A Salat y | 


k=, 
А 
«X [ex Dee —2 E CET 


+E Epen) à Б! 


iie 
由 (2) 式 ,有 
2 Xin—, 
BA, т) 01 Xin mtl 
о Xt. 


BIN аг а < 1 2 < G — s, эпи (зз) 
дле, язар AUS Над), аен 
Ке — s> — qa PTE 
< + 21a + Ja)? — s(a — ny? 


+5 (Z (аы )i à 


m 


H r 
+2} D (Xi етан PES 1. 
"unt 


dE có. Ш n < em, 由 (2) АДН s — m mma 
(ne 


fia > п, ВЕТ л «©з 有 na, n) = 0. 了 于 是 由 定理 3.8, 
引 理 3.2 以 及 (20) 式 得 出 
OD ба — ву — da 1? < G + 2' a|? [92А 

а —в) + 2 D (n sy( + i 2 2—0), 
D PECK Hunde 1 оо, «0 RAN 
(23) (PAn EA afe В + аа 

С <: si 2] 

取 : WAR acm [。 现在 假定 = — 1, 在 (23) 式 爽 边 碱 去 1， 
除 以 六 然后 令 :一 +0。 则 得 || 2, mE 1.2 353838 15 知 ， 
此 时 f(x) ЖЖ КИШЕН. 


B s 
ля зв 导出 一 个 更 强 的 不 等 式 
7 . 


lal<a- А (не, ез), 
2. 设 f65 АЗ. HASAS I EU НАА 
<< вал (s= 1,2,9), 
АЯ jas ee (FisGaratd 1922; ERE). 
їз EX ЖИЛШ | 

ЛЕ ЗР а ERA EIER 
HKH (Milia 1964, 1955, 1967, 1958), 

格 隆 斯 基 不 等 式 提供 给 我 们 的 是 交 于 s= CEEE 
шна, ПОВНЕ AES TOUT EREKE KE 
是 国难 之 所 在 。 АНА З НЕННЕ Т, 他 
们 的 结果 使 我 们 能 网 从 其 对 数 之 系数 的 估计 导出 卫 数 系数 能 个 计 
(Milin 43 一 66 71, Aheronow 1971), 


ЕГ 


BE n EC cT 1,5) — 03. DEDERE 
级 数 
а) EE] 


确定 。 于 是 有 8—1, РЕНИН, 
уэ “= > kagat x» Br. 


ГЕН == 

ERRATE BEAS 

Q) Ўы. -e (s= 1,2, 79, 
= 


$152 Ra cc. ze C, Ш 


5 в" = en(g 


\- 1 

= 1—ew 1—08 

BIR f, == ‹'(а — 0,1, ) REDHE ERU SUR DE" ER BN. 
SI ES H amol, 定义 


КЕСИ: ке 690 шр 
O стт РЕ p + ll] 


x 3 ыр, 
m 
С) о. «оа <1, G= 1,2, e)s 


Bue-lcel-D86ce Suy. 

证 ЕНЕДК ЗОРЕ AGRO PRIN SI 
o мъ enr S nr. 
RSS 
于 wps 人 + 十 > кыр) Ie. 


(99 


HARPE x < кє R). 我 们 推出 
Xr (2 TEE 


uM 


xia M +—. 


ur" +1) 
хе ]-& S ee. 
可 以 验证 这 一 不 等 式 即 等 基于 o, «е, л, АЛЫЛ s 1 而 得 到 
ч). 易 知 对 于 «Tes lel = о зт, 
BRARTI C = 057721--- ЖЕНЕ, ШЕ 

《9 E в > osf +t) e [CERE ED 
KORR о & 1, 我 们 推出 

c X ee о [Ë йөр - É etn re]. 


tm 1,2, 


注意 指数 中 舍 有 一 个 负 顶 。 
IEM Goo —1,2,---УШ(33 8, AL 


e Wet nome Ма — 1] 


< Аа 2], 


FIIT ате 0-0 рв, 
证 “由 (3) 式 和 (5) 式 得 到 
peet x Кї 
ч 


E E sw 


kiki 


. аә ke = ер 


< нар 2], 


ry 
Жак ЖЕ z < с (oe R), ФА s, , < : 而 得 出 
(8) 式 . 关于 等 号 的 论述 则 是 平凡 的 . 
作为 (8) 式 的 推 所 .我们 结合 (6) 式 得 到 


L 1x a. € 
0) ы ее E аа" T] emnes. 
RATY r>? is Pa 所 qr， 并 且 由 (2) 式 有 n-a, Йиң 
《8) 式 和 (3) 式 还 得 到 s 
OD lisi lap : 
[Цара X dy 
[ime S (aA 
G=, 3e), 
заах ETSGOBUde M 
an È <| шер], 
并 且 对 а е0] <) в. е Sar, 
证 жарон АА (ОЗ MR RIA: 
OD аР (5 a) 


ера 1,2,0), 
< 
车 定义 
s) = > Цаг, 


d) 一 > 18. (OE z < 1), 


Ашу ар ш PN Gy). .oD = 0, 000) = 1, 
Уй, 
кар) = -| OU EOS 

$ = 一 1 一 0 ed 

2.1963 年 。 海 党 证 明了 一 个 引 人 注 旭 的 结果 : 对 fe s, 有 
{13) ені m ed] <K, Go 1,2,---), 
其 中 K 是 某 个 多 对 出 数 。 Gk BURDDET RA (19150 RE 
FERC 以 前 的 估计 。 现在 我 们 证 明 米 林 和 伊利 部 的 更 精确 
的 估计 (Milna 1968; Lina 1968), 

$3310 设 fe5， 则 
С) —364 < |а| laul < 4.18, G m 1,2,++-), 


Ы Ей, ЛАРК (z) 一 11G7) e x, 它 满足 
1 ҳе. 
аз) кати» 《lz >), 
[EX CCHLEMAIDE 是 БӨ) ОК T EE К 


ase «OT his (b| >i, 1,2, 


_ gt _ se - 
a» Kem I DL ， 


(sl >i; I| >D. 7 
Jie (3.18 Y RESI 
= $i aque 


QD wo LITE 5 


于 是 а са) 和 DEO 便 以 C1) 式 所 确定 的 指数 关系 要 
关联 ， 且 由 { IDXRODAS 


А LEGS 
(19) ARAS T h gG) rE) 


РЕ 


-- Зы, 
5 4 а Карно) 
co ru PDTus—KD KD 
-— E #8”. 
ЗПИС) НЕА 


drobni [En e NESCIO Rund 
e» 7 dz g(a) 25 а" z ant 
作为 出 发 点 ,让 (20),C17) 及 (19) 式 得 到 
42—64 
e» dx z(a) 
— 一 - Dao. D-2- i egitn, D 


一 «окер L. Eo 了 


这 一 关系 式 吧 拓 比较 复杂 ,但 我 们 将 会 郑 到 。 它 将 引出 一 些 很 含 千 
ЮА. 
现在 设 + > 1, БИ (Efl 


Q3) I8) аа 1862] — uo» El 
其 中 
(24) мо) Tm 10091. 


iB) AQ) 简 记 为 ox po д: = TRODA, Ramle] 一 
PARAMARTA MEC 17), 18) 2 (15)525%483] 
(25) Salana ба) = — nf. 


Aj FOR да 
ы PE DOSES E uu 


a| bbm, 


2кі mI 


ЖОНУНА fore A EASTER р а НА, EA 
为 余下 部 分 对 积分 值 无 影响 ， 第 一 个 积分 中 用 到 了 #00) = c. 

现在 在 格 话 斯 基 不 等 式 (3.1.20 中 取 А = t^, Br). 
ШЕР kler > 上 而 有 С С 


Q6) z klal? = 5E 


zi 


> bat" jT 


= 


— Q7 


ПЯ ЯК RFA A EATE BRE АО ER 11625) д, {тй 
三 项 . 
(B: <£, HAOHAOA 


Vo 一 和 
уыз EY 
O 因由 (23) 式 有 OS a)1， 阁 (25) 式 的 第 二 项 以 
= ае нен 


rr] iu 


AUR. БОЛЕК, PAIRE КЕЛМЕ ДИ ИВ 
Е Есе 


< D" $3 Ip Pr > к} 
< 


用 (7) 式 (以 > 一 1 代 双 信 计 第 一 个 和 ,而 用 * г 估计 第 二 个 
和 和 ,再 由 (25) 式 推 知 (25}) 式 的 第 二 项 


чел = [F S ар] 


эн, 


< £ I (а ry, 


Gü) 由 薛 瓦 尔 兹 不 等 式 及 由 塞 伐 尔 公式 计算 得 〈25) 式 的 最 
-HRA 


Gn eoe (Xem Ў ерен) 


< ш» (ЗР roe) 
所 界 , 因 fG) Ж || <1 Pr, 故 由 (24) RGB . 
= Tae [Gd eL] ay 
— юн. 
且 由 引 理 35 及 (26) 式 有 
Ў, ер klal’ < r= 
L.I 4-1 - r 
这 样 ,由 (27) 式 便 得 出 (25) 的 最 局 一 项 


<= Га — 7), 
综合 在 (GD)，(iD，GH 中 所 得 关于 (25) 式 右 端 各 项 估计 表明 :- 


Q8) lesa — ta, eva (++) 
因 s= 1 时 定理 结论 可 从 lel «2 得 出 * 攻 不 护 设 > 2, 
arhit шж 
a 
-— 
i 


则 在 (28) 式 两 边 乘 以 E 而 得 到 


DN TP 


GS) à am а, 


«ior MEE 
EX [51 一 +， 所 以 上 式 首先 可 得 到 下 界 : 


lanl — lad > a and — lanl 
> -4a Tod) — à > 一 3.64。 


TOREHES E ELE ЖИП Л 3.4 节 定理 3.8: 
[алы < 1.081(5 + 1), 
并 根据 (29) 式 推出 ,对 s > 2 有 


а = fanl < (1— fi = E) bannal 


3 1 . 147 
(tet —la.Hxt 之 十 二 
40r M - wn (5 5.) 


十 1986 ( - ij E L649 < 418, 
32 ELIEBI Т EE 3.10, 

3. 在 转向 讨论 s ЖН} ds EXE. RATE ACE up g %: + 
££ 的 法 区 尔 多 项 式 Pw) 的 一 个 估计 (Pommereake 19644; 
Milin 1967); 

定理 3.11 RW z€ Z, Е ССА), MÜ 


(30) max DIE | $G) < 4 S E + 1248, 
EI ^ Et 


Gei, 
AE 134 = r >l, Hle + bY < 22 + 2 WE (3.1.11) 


式 得 到 


> dones: 211 Gn 


^ = лыт 


+2% 
артан 
УУ loce) «2 TL pap i 

D тое « 2 ү Mah 2o s 


Xu É 


та 


Role, х= logr > 0, MERAM 


= 1 


E 
— = 


de + 2log- 


= 2h, enm 
«2n, atem one _ 1) 
1 
tel. 
这 是 由 于 对 1204 2 102 2те", 
因 第 一 个 积分 光正 ， 且 由 《 乓 式 知 g (a + L) < à — c, 


我 们 选取 I 而 得 到 


GD месо”, ej 


Геп 
一 21og5 — 2C, 
其 最 佳 选择 是 4 一 log 2, 积 分 值 可 由 指数 积分 表 求 得 . EI Oe) 
在 C 内 解 折 且 ECCNfg(e) :1z| > г}, 由 次 调和 函数 的 最 大 值 
原理 及 (31) 式 获得 
тах xi а) < ках F; t le. са) 
zona c 


war үшү È 


“=L, 


< M, + 1.248. 
将 证 明 的 开头 部 分 略 加 修改 ,还 可 证 明 


cl a c1. 
(32) юз У-у Ae <4 > 9.752, 
SUESRADEAUEUAR ER SEE 
lia 


(55) KG) es Заан" (s 1) 


(Litlewood and Раісу 1932; Lewin 1935), ЗЕ 5.10 ФЦ 
lani < 3.65, — 下 面 我 们 来 证 明 洲 林 铭 出 的 目前 所 知 的 最 好 的 
ЖЕ (Milin 1967). 


G0 leid UT, (om 12,2 
SEPE [ed << 0.325, Ш - 
(35) lawal €l, (m 1,2,0), 


注 《34) 中 的 带 数 1.17 关 可 能 换 为 上 . BIELE AN 
Sed (Fekete and Szego, 1933) 已 经 给 出 车 佳 界 照 


lasl <+ +k = 113 


(RL 42 节 ); 沙 非 尔 与 斯 潘 塞 尔 《1943》 还 已 证 明了 甚至 对 每 个 
574 都 有 max{|azoml: f€ 3 H) > 1 另 一 方面 , 海 受 也 已 证 
BHC1955a, (0935115 页 )， 对 于 s hé RU 
Лаза < Mn > m2). 
AE (a) BP (а) ЖН ЗЕН и, 
= Кү 
«Юз 7р) 

BT z, ШЕКА КИЕ У (33), ATH 


3 -4 i. — 
1+5 a ә ( 


Eon 


ate 


(36) Реа ato Ba = азы 


ейн жї), HHR, Am n — a. BERANE E 
面 得 到 


less < jE à + њор 3: 1] 
Ej 0€ 互 ， 故 由 定理 5.11 即 得 
Vel! & exp0.312 < LI, 
(b) 由 (10) 趟 与 (36) 式 得 到 


G7) lesa < — аг +2 


- il (rni: 


k=, 


meos Jan m a, дота 


一 PAOS + dal! — 0188, 


x аяп 


жазоо 
Өзу ^ dar x Ue [5 ‚жы. 0. в] 


Gag 3-0. 
BEBE |а] < 0.525, W] аз 之 1. 

定理 5.12 的 第 二 部 分 属于 两 给 洛 诸 夫 — 19759). E 
жа РЕЛ"), HHA Гн RU F PR CR 
ваз: 

推论 37 тез B dal 125, Mi 


led <s, (nm 2,3,5), 


fs 题 


外 4 一】 
Lh i0, ¿= ( 


CA 
E 


) tme. em 


bk 


ar) a ИШ: 
< m D 
З jay АУ], 
(лы "E 划 ， 
其 中 а, н в, 满足 关系 式 (1》 (Min 44 TD. 
ЗД! єз, WREAK, MSE Р ИРНЕ =, — o 的 指标 v, W 
EHT не» <(P + 1), BE Jan] еж 5.140), 


a. 试 利用 对 于 音 浮 禾 的 个 计 式 lol dor = ipt IU ER 
3011 НИВЕА А 0.1. 
AR Қо) EDARI, (к) 一 。 + ba + Ses, H Ka) ART 
ГО 
lecti {re 1,262. 
进而 看 设 12,1<0.525, 刚 19, <s. 


36 ШЖ: ИЕК 


ВПОЛНЕ „АЛЫН BHEE АНЕ 
(es1) BERGIE) ШС SUR C НЕ, П C* 一 
Č 表示 其 伴随 矩阵 。 “下面 般 述 的 结果 的 大 部 分 基本 上 上 贞 苏 尔 给 
出 (Schur 1911, 19455); 

3883 RCC WHEERANURES 
a c= URU; ` 
EPR ИШИНЕРГЕ. 

证 ЖЕКА ДОРЕ ИЕН НЕНИИ ЕЕЕ ПИ. 


记 
С- А +:В, 
АВЫ, AB (20,29) KERER 
А B 
(в а) 


я (È) en t ttum Mii. (IERTARE 


(3905 


BBS КИРЕ АГЕ, DRE RH ЖОНИ „КОБЕН 
% 


A B (z ` Y R X Y 
о. » -ah М x) кү х) 
рини. RAN AREA TREN, 

如 果 定义 б = XE, OD SR BATO 
а-л U йон. C 


smi: g C=C, Hl 
E Cz _ Са 


jn ow W uc 


ERE нена, о. 


.证 利用 苏 尔 表达 式 《1), Us ОЛКО v, R fü = 个 
HATRA СЯ х O< <= : Bi VENER ЕН 


у . ICi} = ёш: = IRUz 一 Pt. 


emi 


<= 2: "T PIU Vl 


i 


此 外 还 有 
o iz'Ca! = KUzY RISO == |Ë “| 


< x > I — siat. 


Жее Н м л, n=0 GD. BKORRUS њав 
成 立 ， 这 意味 着 RUZ = Us = «Ов, Rf; Cxw. sz, . 
Sis C-C AA JER. BAUR B 
MN ` CERE, A= BB. 
证 Щщ ACUIOKSHBPEOER IE, 故 可 表 为 А = MDM* 
m 


其 中 МЕМ} LOS RS F ТАНЕ, НРС — С, 
ЕР 
V —L'M'CML^ : 
为 对 称 ， 出 弛 理 3.6, 可 找到 矩阵 U E V — URU, Si ROS 
ЗНАЕ. FEN B= ULM", Wj 
C — MLVLM* = M LU'RULM = RRB, 
А = MLU*ULM" = В°В. 
AUTHORS BEES BIS . . 
8339 ш С (с) С, A= (ay) = A*, B 


o р> > erani < > Pei (Cr с; 
Ens pee € 与 А Jap. M 
e» | ра |< > E адаа Gs е ©). 


证 ERA А ХРЕН, 通过 给 A 加 上 单位 矩阵 的 
一 个 小 异 数 ,可 假定 .入 正定 ， 依 照 引 理 38 选取 В — (sa), 并 用 ' 
如 (5) 式 类 似 方法 可 以 从 (7) 式 推出 《6) 式 中 的 此 阵 R В АЕ 
от, REGOR 


|> У) сөм 
+ 


<> = БООРУ 
5 т 


由 于 A—B'B, xim А 相 应 于 (7) 的 不 等 式 成 立 , 而 知 上 
» - 


-|[xx(z Арн) ган 


<55 2 Ipla онә) == У Уу айыы, 
ГИ] * П 


жоо зорро аннан, M 
° |E Указа < X У Када, 
k П * П 


Gn, б, n EC). 


证 重复 应 用 引 再 3.9 即 表明 
bp» щн] < 3 У айн, ово), 


PRERA AC) 的 非 负 系数 并 对 »—0, 1, --- 作 和 便 得 到 (9) 
*. . - 


э. 


ЖШ МЕЛЕ ТЕКИН" 


我 们 来 推广 格 隆 斯 基 不 等 式 ， 使 之 包含 更 多 的 关于 gez 
信息 。 首先 考虑 一 CNe(A) 包 舍 有 一 个 区 域 的 情形 ， 并 将 这 
TEGAHSPRUESE f(x) 同 函数 放 在 一 起 进行 研究 。 SH E 
换 , 有 界 单 叶 函 数 便 成 为 其 桂 殊 情形 - 

格拉 贝 定 - 谢 非 尔 不 等 式 是 对 格 隆 斯 基 不 等 式 的 另 一 推广 -这 
一 不 等 式 包含 有 蜀 数 所 不 取 的 两 个 值 。 不 过 其 证 明 相当 窒 烦 .应 
必 格 拉 由 定 - 谢 绯 尔 不 等 式 ,我 们 将 证 明 关于 和 5 类 系数 的 基 些 
精确 估计 .其 中 的 一 些 估计 至少 难以 用 格 隆 斯 基 不 等 式 的 有 限 铺 
形 得 出 。 因 骸 装 区域 由 雪线 界 成 。 空 们 与 二 次 签 分 有 着 密切 的 联 
系 ( 参 见 8.2 节 ). 


41 хазанай 


我 们 称 两 个 函数 不 相交 是 指 如 果 它 们 的 像 域 互 不 入 交 ， 考 
感 一 对 不 相交 单 叶 函数 
a HORT EP EP ае 0, (26р), 

KD mih EU, GE, 
ЫНЫ DYNA 一 台 ， 阴 数 & 卫 能 被 用 来 作成 这 样 一 个 不 
相交 对 当 且 仅 当 Cu CA) 以 0 点 为 其 内 点 。 

ЗЕН СНО ВЕТ ААО НИНЕ. 如 果 
muk temi ЕН ЕЛДЕ ИНН, LEES Ps 
GERE {НИНЕ ТЕ], ish IPS На 
TES HET. 

апя bu i= 0, +l, £2 
(2) — RD 一 > 3c, 

一 kət iml 


(sl > 1, Hl D, 
m+ 


(3) юк 7С. za -5 > кые, 


[zr 


" s| ied. 
e p EO KD -- X элер, 


e 
dd <1; |] <1), 
并 规定 дл = cas 21, 20), Bë, 
e bum Бу, (k, i720, £1, 52,9), 
Eit — EGSCERREEDCR Cdp ROO C) rti 
ЕЖ, 
3X 11,2. Жы йаз тла e 的 


RENAA 对 КЫ = 1,2--., ba ЖК 一 全 元 5 ex 的 


KENEAN. BB (0) == 0, АСЗ ЕТА, FPE: 
ls] &1« lil, 


6) ka 一 > ыг = — MES 


(2E EIN 


©] Ку Z Èi da-i = — loge 
==. (72 +L... 
а 4 2a 
从 (3) 式 与 (3.1.2) 式 ,我 们 得 到 


св) DAT = & > bua, (1,2, 772. 
ба 


定理 3 的 如 下 推广 是 呼 梅 尔 给 出 的 《〔Humamel 1972), 其 

统 蜡 的 形式 曾 为 那 哈 利 , 列 别 杰 夫 、 珍 肯 其 和 阿 列 尼 广 等 人 证 明 过 

(Nehari 1965; Lebedev 1961; Jenkins 1965; Alenicyn 1966), 对 

于 任意 多 个 不 相交 函数 的 情形 也 如 此 。 可 参阅 Kühn 1968 与 
+955 


Abaronov 19751, 
定理 41 RER HQ) 一 az t eG ED), Sg mt 
eG EA) анж, ФЕ = ADUA E u 


Cm enm i T -) ае НИЕ. y 
(» p k > sex] + às | > > T ер 


г" 


«xl 二 da na ee Xa) 


= [p 


4 area 了 = 0, 


R^ ESAE. 
(a) ДАФ) Ф Со) 2 PAR OS onu 
法 贝尔 多 项 式 .定义 
Q0) е) = ово + 2] P eG) + е. (2). 
mk ааъ 
由 (7),(8) 与 (3.1.11) 式 推出 , 当 [е] < 工时 ,有 


(п) Фб) = KG) 一 一 nlogz 十 llog 一 z 5 


+ > hose) + 5} о. ( 


ig 8 


5) 


=— noga + È hts Dae, 


kei i-o 


其 中 ， 
aD о Xp m 12...) m = Dy bb, 


ж 


HAUTE E COO G1 1000. 2) HTI >! 
有 


(3) 9 = МЕС) = — lot + > e + Yara, 


i-e 


» 96o 


к, 
00 A= X) hae: 57 D honos 


E 


СЪ) 函数 ñC) 在 除去 从 0 到 co 的 一 条 割 线 的 平面 内 《 单 值 ) 
Hur. ROR Me) 应 用 解析 的 格林 公式 《定理 12) MAR 
C-—ÀA T Bo CT) 41), 其 中 

A= {flo 0), 


s= (мі 


TAA IG) 5 (1), Eam ЖЕЛЕДЕН Ë а fl 
в. x 
пзу BO = ifta «nion z 1] 
` (0<ғ<1), 
d c 关于 点 的 环绕 次 数 满足 
1, w€HGNT, 
0, ib. 


dà (10) AAM, ВО) 在 T 的 上 沿 和 下 沿 的 信之 差 为 
一 ?ziao; ЕЖЕ 12 得 到 


#(С,) -{ 


E 


ao if weora- E | merce 


x 
- E |, Bae 十 = [me |А kaw, 
其 中 轩 ACe) 在 O RAEES, ARA m T Wl ds c 
т. . 
A SUE tA o = (ЖП w = £00 НАСТ) 03) 55 C16) 
得 到 
1 


ASPEN "de 
02 HL ;Wenpao — Ži fae 994 


1 б ñ m И (1i 
ul La PI at) - 10 (E). 
其 右 消 第 一 项 由 (11) 式 得 到 


1 " 
p MEL 


- zr (Мше + ih + > t ats 


Кеп 


(Eme eem Eme) 
= їл 
= Аре) + ай + ад + Те — 282) 


+ ИЕ", hc S aae w, 


& е 
其 中 用 到 , 
1 

is， 
an if көр ic a= D 
ЭЕ СЗУ A017 ) АА ARELA 
zl 
PEE 


= (2) — pe — Ba, + lul {iz — 21р”) 


Фа: 


Мы 


CERE а Уда, 
因此 (17 直人 上 为 
EL 


一 > no [ES NES lg, 


+ Rell — $1 — Alhi logr. 
$ :一 1 一 0， 即 得 恒等式 


а» ff aeaa 


- laea a) бар+ Ie. 
+ верба ВӘТ, i | 
其 中 ац, б, 由 (12) 与 《14) 式 给 出 。 由 于 积分 非 仙 ， 并 且 仅 当 
arco. 一 0 时 为 本 ,从 布 得 出 定理 结论 。 
著 对 ji Зе 1, HOA; = 0, 恒信 定理 4.1 得 到 
Q0 kleol? АР <ir ` 
= = 
G= £1, <2,-..), 
QD Faber x &| 5 aal < 2Reb == 216g—1_ 


= [EM 
其 中 ¿a — — loga eh COR. 
推论 41 Ж 44ECCE 一 +1, 52,2, 4€R, Wl 


Q2) ке “> > шыш + a+ аР ) > 0， 


注意 实 参数 n 只 在 第 一 项 中 出 现 . 我 们 这 里 只 得 到 关于 实 
部 的 估计 。 这 是 不 目 于 经 典 的 格 隆 斯 基 不 等 式 的 地 方 , 若 % 一 0, 
WA arglk 的 任意 性 可 以 导出 关于 绚 对 什 的 估计， 

?39 


证 ЯВАХ А, 一 0 的 情形 证 明 (22) 式 就 够 了 。 
此 时 式 中 的 二 重 和 可 表 为 
AC) = Redo + 2Re [x ja] - 
fa 


+ Re [33 у] мд], 


名 名 
HODARI RA м > 0, MA çG) ETE 
—% «A < + % PG ЕЛМИ, АЗУ ЕДНИ а, n 


Re А = 0 


Ta KARE. AFER Һ, Наа 
КЫ 
EP < E Уш 


ч xe nae E 


这 就 证 明了 推论 da. 
HH 3.1 节 《12) 与 (8) 式 知 A = by, дк = RD. TE 
对 ! 一 1， 《20) 式 等 价 于 ` 


Q3) 5) ыр È didi «1, 
AERIS CRT ARE 
D ele 2 агер) < uei) 


= 1— 2; я]? 


ЖОШ (1.2.2уҖ). 
从 (23) 式 可 得 到 一 个 涉及 划 形 中 心 ТЧ 
推论 42 ERR О) = a z+ (26D) 和 (+ 
+з) фр. W 
и, 


(24) У ls < вр Iso, 
证 由 他 ) 式 可 得 
> Sen ш кю - es(- > haz). 


> а 


аза GP PRODANA 
D lanl’ ее (27) 


< w(- Зы) ewl lil). 


m 
珍 肯 斯 (1960b) 给 出 了 联系 als ll 53 18s LS — RA, 
见 定理 8.19 及 8.7 节 问 题 + 


я щш 
下 证明 定理 1.2 Мй: 若 不 等 式 (9) 对 一 切 都 成 立 , MIO ИП РА 
单 时 卫 不 相交 ， 


dE) = аа + =>. (б = É + h + ЬЕ! ++ ML 
ШЖ. REER 4.1 征明 


lasap (5) g pa laeo ( 82, 
З.{БШЕВ] 2, HIE 《Near 1953) 8. 


| z Corn n Д 
ee er < Te TT GED, tea), 


AE (ay а + —(a>0) 在 了 内 单 叶 。 БАК REESE E 
ҖЕ ЛШ С Щ Jonkings 1965 和 Kiban 19712), MUERES Aa), 
(€ D) d AECE E A) ВЕ. 同时 导出 对 ñ <1 有 


上 Buc 
fole Er угт 


A2 EBI tiphae ` 
ПВ piysa TP | 
sioe 


投 Kò 一 az +... ЖЕРЙ} É 
a) HGO| <1, Сар 1), 
记 160 = КЕ) А f(z) ШИ ЕКЕЖ a Gk, 0) 
Ба, 1 2 1) 为 由 如 下 两 式 确定 的 复数 : 
o ы AK — XXe. 


ran 
Qi <, igi <1); 


з) kg [1 — HHE)] 一 一 > > abs. 


жай 
(#|<1, ll < D. 
ЭПЖ аы 一 an ХУК, їп а} == š ODORE (ermit) 
型 。 
函数 : 
9) а) == [als eR < 1), 


=+. (D 


^ 
fo 
音 叶 且 不 相交 ， 将 (4.1.2) 一 (4.1.47) 式 与 (2) 式 和 (3) 式 比较 ， 便 知 
对 于 已 7 一 12... f 
Bam Bs bh = oh Bhi a 

Oe, B-ra as bo Pg lal, 

若 在 推论 4.1 中 分 别 以 入, Aos A AE us AER 
1)， 便 得 到 那 哈 利 (1953, 1969) 及 谢 非 尔 和 塔 米 〈Scbiffer and 
Tommi 1969) 的 如 下 结果 : 

定理 42 100) 一 ax 十 … 在 DD 内 单 时 且 11601 <1. 
# СС @—1,2,-), «CR, lU 


(9) Re > Brua] + >; Ураа 
Жеб =b mi Tl 
<> Llaf, 
ва & 


LEILITS 4 0 


我 们 给 出 两 个 占用， 第 一 个 应 用 娄 位 于 32 ҢЕР 33, 
推论 43 这 fa 一 az 小，… EDRR IDL, 
着 zsyoEB，(> 一 1;2 a); Jl 


> ü ишы” 


Кет 


证 在 定理 4.2 申 , 连 取 


м=й, iD rt, 


再 应 用 (2) 式 和 (3) 式 便 可 推出 结论 。 
BRM df) arta t DAR, HOE 
1, 


°) а 21а — 1a) < +, 
进而 着 有 eI Та <t, Wl 
(8) (а (< la iG 一 Га, Р). 
证 ”由 (2) 式 和 (3) 式 后 
9) som lal, sum logan anm, 


EERI 中 令 aa 1,1, = e”, PA m ORA 
og [2,] + 2ke( 名 e ) + zf " 一 p е) 


+ la < t, 
R e= Tuh, а Be aq is, ERRA 
ЕЯ u 


m <1— Jal! — P — 221 + P ор 1. AER), 
* lal 


EI 


地 1 一 "I" тена жан 


GO lol а ар + —1—; asp) Inl. 
E< lal <1, DRE EE, в 

в а RA 

VHD = V a+ 
2 

ВОЮ a = 0), БЕЛУ), - 

#11 x POLI (шу — e + ---(a > 0) 表示 
Te DRAROS D\E 一 1, —p] 的 映照 阴 数 ,出 有 


an Fa) — 220 09 _ = _ 
Q—fG Grp ü—o" 


ЭК ЖК OS PARU 838 SE DIR LER VE f Sc UU. — oB 


^ 


ТҰ р) £ Du 
切 开 的 平面 ; 0 BR 20 0 НЕ 0 点 具有 正 导数 。 
BOUDRAA 
I 4 
fü) — as + 2001 e)? + e [2 
Жл). 
TOES 


т) a 46 tase. 2), 
(23-2. 

dE DV Н w CRUEL УҢ л 2 便 知 (8) 式 也 
RS. 

LE: GU В 0 < lal < 1 中 || 的 精确 界限 是 诬 米 (1953》 
得 到 的 . 参看 62 节 问 题 4。 查 尔 绳 斯 基 〔1953)。 谢 非 尔 与 灌 米 
(1965,1968) , 希 尔 维 斯 基 《Sierwierski，1960) 等 人 给 出 了 进一步 
的 系数 估计 。 

2. зга 


DEDE 


Ка) — as F ex! + n] 1) 
在 也 内 解析 (不 必 单 守 ) 且 满足 
аз) Әк =, Qel <1, | | <), 


1 的 函数 的 推广 , pee AEREN- JU PUE IER A 
ди 


um аер, — y 

аз) LE ` 
йс em 

dex. 

我 们 用 下 式 来 定义 数 cu(f 01e): ` | 
14 Ha) — 10) 3 
0 ют RET ~ ene 
Qel < 1, I< D. 
特别 有 
as) jy ~ — Bet, (ls1 < D. 


"s k=1 
DL s (ka = 0, +1, -- ORRA TARRE CL) MH MORE m 
ROS наг) C4 14 
eum Bu — быа = Bei — bea Os ET 1a Br) 


tum — Èy = baa = 1,2,+--)» c = Ebe = — log ra 


车 在 定理 ALPRE Aes ds, 7 1, PUER Ars 12 = 1,2, 

PRAAL MUO) EE AI HERI FR: 

定理 43 RIO EPOE GR EO DEE alt- 
зета, T 


< ЖАМ + ne [i 3 us]. 


теа 


aS Ук X 


ám ба 


Epiphyas 


E 


Bi 


an а fF; єзї. 5: sep]- 
мана, = 4, 从 (16) 式 得 到 
aa) En [сз] S 28e = 2log -一 тт 


анана EEG NUS MR CAbaronov 1970; 
Nabari 1970): 

BRAS 着 10) 一 ae 十 …: RATHER DR ERA 
жй. W | А 


9) Жыры, 
并 团 此 而 有 | 
Go) Иә s Жы, (zl < D. 
A 1— j 
证 SRA 
SY бекм „ӨӨ pf ул м); 
ие 0 =) 


AJIA sss DAUNA 
È laul < apep (Хаг) <1, 
ЖЕЛЕ TCI), ЕКА, 
| оз?» Lt ES, e eo. 


PII — =l 
LN 1 


soa 
Ro 1 + ircore @<e <> 


рН НЕР +1 和 一 1 уа m 
IERE 


Кї cosa) — cota ==, 


DUI 


由 此 知 (20) 式 是 最 位 的 ,因而 (19) 式 也 是 最 佳 的 。 


fal = 


з KG) E DABULH Dl. Е ЕВЕ RAHE 

jene ST (no Gn) 其 中 
X > Ж (аш + asia 一 x М аа, + buša) 
m 

dmg, 2, аа Рака «і ш ЖИК; НЫ аа 
(0)) = 0 时 为 ESSET. (Hummel 1972c), 

ШАЙ Ка) == aT + ун" + == EDARI H. HOO] <1, 试 
WEB т ROW SR: 


las ЖЧ (а — lart, Com. 


(SchiHer osd Tammi 1968). - D 
SENE LABOR HERR НИКА, 但 其 上 请 界 可 以 任意 
х. 
AdE Ка) RHRPEROE IBS BE CIE CAR ER. жине. 5. зова. 


Inl eem — yk, mz 7 
MEER- ESSERE НЕА TERRAE Ж БШ) CA paras] 49305 
Neha 1920), 

SER ETAL- MEERBEEK o oc ld Ж 
fep unt. ^ 

БЕРТАЕВ. занар сои ne ls ` 
a.p ls (s= 1, 2, e) (Lebeder and Milia 1951) E 


43 格拉 贝 定 - 谢 非 尔 不 等 式 
1. m"——— À 
and Schiffer 1967). . 
如 同 3.1 BTE КЕЗ ЕЖЕ АЗЫН, ПА РЕЗЕ 
KAF, gG) = p +b t bi nU ЗАО вно 为 二 
ng 


ERER, #єС, 4 


a = Ва ана. 
&G) 525 1+ BS 
I s- үш» 
w — 


ЕЕ: 
D КӘ шуу 
Mr re 


tv ie (G —әў Уо 99] 


ieu 


定义 函数 түе), (k= 0, 1,---). 
令 《 一 o， 我 们 由 (3 式 得 出 
(3) ow) 一 wit — Mog u Tu Iu) 
= gema 
a» 


(0 


划 由 (2) 式 两 边关 于 微分 得 到 

ey — _ 1 e Sw A 
Qe) a) Ë юр 

ПШР 1,2, k t — TR ЖА, BARA 

(6) ZOIN OLTEN = 一 2 


ЗЕ АЕР АЗЕ 0 
e eum енш), Dal 0,5), 
тая 
А ПО ни 
D мои" ЫЫЫ"? 
Qul, IRA 


СОБА 


ELI 


KEL. BBA 
[IO fum en (Ra t= 0,1,5), 
ARER, H rea Т А, 1,2,6, срби, ө) ERF MAE 
MERR zu。 

LI w = (0) RAOR, KEDAH z, Ea а 之 I, 与 
Cay CC 8558, EA 


аш) PAED — kas + ант, 

关 且 有 

aD VG AUW - ovt) ~ sek сы, 
@-1,2,.9, 7 


(ө) = 1, < T 
aD) Мо 000 s $e 
KORRUR RURA 


一 log 4 
7 一 


+ 
peri- z, 


a» 1 1. 
ĉo = b — yg (z — y — +e + v —2%, 


再 从 (12) 式 与 (11) 式 优 = 2) 经 过 一 些 计 算得 到 : 
a4) eh m TG y, 


ы-ы {и — губи + o — 205), 


сат b + laci 


-i z” — »Y(u + » 20), 


— 上 一 节 所 考 卡 的 比 伯 巴 赫 - уе JA ER 
数 有 着 十 分 密切 的 联系 ， 


Wise и, (А). ШШ Lote ОНОЙ pede 
жан, е АЛЫ О) S 0), йшй ` 


аз) ito жые I5 +, (ED) 


жрт, Н а 
16) KG) 991, (n, 5€ D), 
ELORE Au ELT 
EZ, BIO APOKEA- AREA. ШЕЙШ 
上 计算 便 得 到 


m (à 


Tq)-the— es, 
(сел), 
KRUDA gez: HS EC A, g) 9e sov, 

SIME A THODRA EAER JG) ,定义 (8) 与 (4.2.14) 
Фф. 因此， 定理 4.3 就 等 份 于 如 下 结果 (Nebari 1969, 
Pommerinke 19692); ， . 

定理 44 设 вео, ге Е ОШСА), Жс, ы 
сетове, Nl 


ал) > pe E xu + [n Xon] 
= 
ЖНА ВДЦ чава, 


EROR ROS, 有 
品 一 1 


marae usa Cahua 


所 以 定理 4.3 与 44 b га IZ. 
RPR REE 4. RULTHEID. 

NE jlha 一 0, 便 得 到 

as Diett, 0-123, 


[m 


Kc 20] 


-uà. 


{19) кы? < Reca m oey —. 
к=! le — «| 


特别 ,我 们 再 次 得 到 当 а,» € E Blu — v| < IERE: 3 
В, 
GD a<, ы м2 fact. 
= ici 
G,I-71,2,--). 
Ez BESTAAN h UNARI MACAN 
重 备 级 数 (3) 在 {|z| > 1,15] > VREA AE F Ж АРЕ 
EH z 6, 00) ае РС), AAR ЛЕУ Ewe E, © 
MELE REER net, BRER, hs EON 


Ж ема + ЗИМ >o, 


ize A 


ажаа дааа, саван 
基 不 等 式 的 推广 (后 者 是 = 0, a 一 "的 极限 情形 ). 
证 候 罗 推论 1 的 证 明 ; 我 们 将 三 重 和 式 写成 
likeew + Iha > eyl t [5 > ыы], 
#1 


аага 


oh 
Re [ cwl 十 Xe -2, 


in 
作为 na АББ ИМА, РЕНЕ АКАР (17) A 
推 知 在 此 请 癌 下 有 


ве) 57 елам = ве D (Sean) h 


<( tr рр Ip) 
<$ at, 


А 


z ажапявий ”和 ”有 一 个 或 两 个 都 属于 ГГА) 的 这 
一 更 因 队 的 情形 。 WÉLCRR, г-ден р, 
пазва : 7 


GD 4G) 一 p art bd > lat 


ISI AE lel 一 YE, тйк 9, аа 
当 实 三 AETR 


CY 7 Omet? > зверье] 
: ка 


有 2m 个 实 夫 点 (可 以 重合 》。 
EMA ЭЖ ЄН, а... ECCm 1, 2,- к 


$ 
Q3 7 (а,0) — * Ў > jan. 


= = 

如 果 

Qo ех WD (aco, 
Tw 

зн 

(25) vet RE purmo, 
UT Be 

b 

Q6) ^" Верба») > 9, 


尔 (1967) 用 变 分 方法 EE p vé 的 情形 给 了 证 明 . 也 可 
参看 Schiffer and Schmidt 1971. w€ E, v€ E 的 情形 则 在 推论 
46 中 已 包含, 在 此 情形 下 >- 容 许 条 件 就 是 多 余 的 了 。 关 于 等 号 成 
立 的 情形 在 本 地 末尾 讨论 ， 
作为 定理 证 明 前 的 次 备 、 我 们 利用 多 沂 的 格林 公式 先 证 明 一 
个 证 等 式 [ 其 由 并 没有 用 到 条 件 C21),(24) 和 7(25)》， 
„\1#+ 


Ше, hytte, An cO 定义 
ОЛ) Ke) — Mri) + VG — Xm — >} š UN 


BORGH 


(28) Ki) m ИШК : С) ， 
UT GT» cé 


Ж ge) 表示 多 项 式 
(з) аа) = „+ 1% 


+ 
=+ Є UE. jen 
Gr a onion]. 
从 (CI0) 式 和 (1 LX RE E 


G0 e()-iuG- Eee nioge 


k=" 
a А 过 
+1 a 
其 中 ， 
(31) d, = > ємї, 
FIER | 
GD Фо нора Уа, 
eu en 


ВСЮ eir) = g(r), . 
引 理 41 设 z€ Б, єр (А), e« C, ai 


Meteo) - | le) — фрай. 


> 
H ^ т, 1 
азу siijet X Ei, utet 
ара Gd] 一 mfeta — (IReL 4811, 
Жер АА, HEN, z m 8700 9190 ЯД BD St m (2 
' э, 


RIRSAESEERR IRAE, EIE: 
+5 的 证 明 , 我 们 邑 将 证 明 : 适当 进取 я, 和 А, ИЕБИ RE 
时 就 要 用 到 条 件 (C24),C24) 和 《239, 


зо еа ОН сб ӨШИ 


证 (人) 设 1 一 1,2, 取 rf E l< <l rl, C= (|а| = rl; 
A юй сМ, B: ЖЛ А, ЕМ sil 0 za 
ИЖ ШТ. + 
(32) Е = {|= > "уву вус, 

BAUART F YS Jh co n -RN ЕИ Н ni UR e (C 08 
PX STEEL EH PLA, SOB ONERE С 4.2), 

Bike € EHI o Re CADRE M у 一 1,3 L BR 8С) 8). 
BI ТИШЕ: ЛЕША Ер Hn » € 的话 ,就 不 去 理会 
有 关 =, Qt B, 从 而 eC) 的 那些 内 容 . 

L* = (BU Eje B) HER e A o аА Д, ` di OT) 
TEHER Абе) 在 AL UAD AEDDAN. 在 裂纹 
ге), Кн) А НАН, EFOR 我 们 可 以 
ЮБИ Му) 2 khi) 一 0, Tdi CHOSE L* 上 有 
服 限 为 0), 

由 (3 点 (32? 式 定义 的 函数 pM COEUR P 
ABUS. rf RIA fem RIA RERBA 7 


из, 


EAE, рО) — 2600, 和 n) — 2лйһ, 
G5) EB E, —Ф(я) 和 p) — 2л, 

# B. E, ~p) 和 ble). 
PUES 
(36) gn) = іад, pCa) = 0, 

(h) 南 (30) 与 (32) 式 , Bt ФС — рб) 在 由 (34) 式 定义 的 
区 域内 解 折 ?的 正 向 边界 曲线 记 为 5C*( 厚 图 4.2)， 它 由 Bo 
B> —B,, — Bx K СРЕДА. HEROS) (0) 一 p (z) 18 
ARRA ` 
Gn # B. E, Фб) 十 PC — ridos 
# B, E, 6G) e). 

应 用 定理 20 节 ) T (l| = p}《p 充 分 大 ), 一 条 趋 近 于 C* 
的 而 线 以 及 4 的 取 两 个 方向 的 一 段 弛 所 组 成 的 曲线 。 取 极 眼 容易 
得 到 
GD tjj, ls wha 


P: 
1 уБ ` 
б о Фа 
1 ^ 1 ^ ^; 
--£àf Фра dc Съ её 


1 2 
1È ygi 2 "EV 
D n Ppd Nm [CORE 


-a f, @+ юв, . 
其 中 我 们 利用 了 (37) 式 把 В, 和 B 两 边 所 得 的 信 合 并 在 一 起 ， 


我 们 还 将 定理 1.2 应 用 于 在 HNL 内 解析 的 前 数 бе), 由 于 
AG) 在 越过 工时 只 是 改变 符号 ,由 (x) == (еб) 而 易 得 


зу ij бойо i Ra 


- -+ Í Ф Саур (0 ds, 


Zei 


| 52 


(с) ЛЫ Ce КЇЙ АШ. (30), G1) RE MHES 
AB. i . E ©з E 


zb lee eco mn - Tero + 2 


， 
xI = Бю = 5114 + 2м, 


= 
+ Ee x JE x p 
Ei К E ZEE 


RAXQDARGUORA заа Pau) gem. RM 
得 知 i 


@) Gesn zh fx — а? 


e Фе) а, 
先 直 接 积 出 第 一 项 。 第 二 项 利用 (35) 式 把 В, 和 B, WANANE 
合 在 一 起 因而 有 
UD Pue) ~ Ma) а) È | ro eta 
-Xh. 
MARCI) ч (39) ЕФ 
meny- |f ета — 1 [Í envia 


(q'a — p 40ds — L L pds. 


а> 


1 ау о 
= Z| в) (e м 
1 2 - 
ej eum i rom 


орж pla +2һ |, фав 
+ ф(а.) 一 «E01. 


上 式 取 实 部 并 利用 (36] 式 : plz1) 一 às qkzz) 0, RRN 
BL 


тесте ар 


UD amen) if Le) — ecoraa 


i>r 


-t jj cora 


= | _ (moRe(9'49) — Regim(p'da)) 


+ ac |, mean = > i [Ж alpa 
— фа )]}Ае[ф'4в] — Regimi p'dz]} — Аер). 
我 们 写成 HO) 等 以 强调 与 + 有 关 . 
《dj 最 后 令 :一 1 十 0。 由 面积 定理 不 难 推出 (例如 参看 
(9.2.4) 式 》 
(т —1)| GM ->0,(|в| — 0. 
ШЕ ec Е, РН АЫ НГ (g(x*) 一 “7 wE., 
G — СЕО —|-#—0, С D. 
所 以 不 论 再 一 种 情形 ,都 可 以 从 (30) 与 (28) 式 推 知 
‹43) € —0lg'GD| 98, Сај =r). 
由 于 当 [2] — 1 时 有 Кеф (я) = 0, Ж 
Кеф (я) — Olr — 1), Re[d'G42] = OCr — 1) 14|, 
Да =. 10), 
于 是 在 (42) 中 当 > 一 1 十 9 时 , 右 端 前 两 个 积分 由 (43) 式 它们 都 
ANTE. 其 余 几 个 线 积分 由 假设 是 收 癌 的 。 从 而 恒 得 到 结论 [337 
x. - 
3. 我 们 还 需要 推出 几 个 形式 关系 式 。 
ЗЕ ДЕЧ РСВ) ЭЕ Р к у. 并 经 过 一 些 
计算 , 便 可 得 到 
(4) 10 — OKDEGI* = D 3 D eap S, 


k=0 150 


车 考虑 (2) 式 关于 Gë ВОК, EA 


(45) RR) mi» b gau 
2 ik 


ums 


此 式 同 (44) 式 比较 得 出 d себи) =- 
. „Ж 


a BH к=, 


(e — wr Gom) Q-12,-.-) 
D. duse) Ww. “7 
(40 E" ulse) И) 
EN 
设 w(w) 是 由 (29) 式 定义 的 多 项 式 ,于 有 
em жау а m EOE E ру), 
2 mk 
于 是 由 (23) 式 与 (46) 式 便 推出 
8 аи) 
(48 8. қа) = — 


(= 0), 


1l g(ay, 
—= 


定理 45 的 证 明 不 妨 设 а. +0, нЕ; 因 z€ E, ve E 
DEED ар 46H, 
Са) 先 设 4 二 4， 由 (27) 与 (3) 式 有 
orp Cw) = Wuce tu ey 


#— v 


ео Се 96е 0) EZ mt |. 


这 一 函数 从 有 两 个 互 为 便 数 的 分 支 ， 因 此 ， 
NENCOREZONENA OR 
(9). Ка) aP (EE )+ =Í. n E 


EERS. PAPEL REOS) RURSE уби) — 0. BU, (28) 
RE H © айат = 时， 
Mw) — Me) = ОС (а — и) ), 
ЖЫЛ САФ) а Са) 以 z 为 其 =з ЗЕН. 
我 们 断定 ， 恰 有 2 条 从 # ШАШ Ша О. BE 
U = {w € Са) = 0}, 


18, 


OSET E 


Ke) 是 整 函数 ， MKERARH U Aa AMEE 
此 在 内 可 找到 22 RA u AoE ЖН ЖОН. 

因 eet img 为 具有 实 系数 的 个 函数 , 故 忆 内 
B 2p ASIDE p 条 满足 ` 
(50) Im[4() — ВС) — 0. 
Rak eS pi 0, Ui, Us, 并 定义 U* = U, U UUU, 

Tio, Са) = AG) 也 可 找到 具有 回 样 性 质 的 
ZRI. 

ook ЕЙ, PIUHA e Soo B E. + BOE IS 8 30 
VG 1,2,3), SR Vi, 有 Im[4(w) — 0) 0... 设 
V* = уу, Р, ДАТИ V; RI V, 使 得 或 者 ОПУ 
Б, veUt uc vt, ` 

(b) 由 (32) 趟 , 因 加 是 实数 , 故 函 数 Repl) ЕСА, H 
容许 条 件 ,函数 10) 一 adr Е BA = (|а| m 1) 上 有 2m 108 
д. OW DE SGDIS PLEX (m 5,2, cum h + *-: t bem 
2m). 则 栓 有 2p, 十 2 条 从 C, МЖЖ ЙТ TU ЇН W 2930 
Корж) = 0, RH z€ бА 有 Repl) = 0, ДШН ЖЕЕ ЯРАП 
The p. ЖА A. BOUM p. + cob p, = 2m JOKES, 它 
Тино „ДЕА уне POR 4E E — qe RH HR 
使 得 沿 该 曲线 Repl) == 0, Tf EK ОН С RON GT RR. 

EBRAR 2m ЖООДО, MAB 由 2m 今 区 域 FA(K 一 
1, a2) RB, Ej e) 一 та" 十 (lw де 0), 这 些 弧 以 
诸 方 向 航 


ЕЯ: 


—loanh, А, (ae), 
m nm 


之 一 终于 cg. 由 于 ӘСЕ.) РН b АЗЕ 8 ФОР) 
包含 半 平面 ,因而 F, 在 co 的 角 不 能 为 堆 , 于 是 8F 的 两 条 边界 弧 
Жоо я [т f. 
(с) 现在 来 证 明 
б) (EUg(8)) ПО" ге S, 
щи, 


注定 此 式 为 证 , 则 Ы* ir FRAER «(К.Н EUR) ЕС 
+ ЫЕ G, Gr G, 之 一 内 : 设 
02). U"C&(5,), EUsCB)CG,. 
ШС СССР). {Үй ЙЕ РЕН: 

G) жт vE GU Gs WM жб) 在 б; 和 G, ЙЫН. М 
(бю) 一 wt! 十，……*、 疏 由 (27) 式 


Ke) m Еа" +, (wE Gp lwl REX) 
《50) 式 表明 KG) HAPEE, 则 对 每 个 80, GU 2, 3) 
包 信 有 角度 为 еа. 这 是 不 可 能 的 ， 900.06: 
RC) 并 县 sD оо 5, 


G) 再 假定 eë G, WAGI), XE, BIe&U*, WUN 
V*= Q. 因此 U* fip P. CAV* 的 三 分 集 之 一 中 ， 另外 两 个 分 集 
在 G: 内 ,从 而 在 KFA. 于 是 类似 于 (i) 可 由 比较 角 变 推 知 是 
ES T: 

TEUER T GU), ВАТА] М, а = E^ (6) 到 BA 
BEFAHM 小 Cg QUOD B OE 43). 从 (30) 及 Cb) ERI 
A 轩 一 些 子 郭 狂 成 , 沿 著 这 些 于 疆 或 老 Ilp) — e)1 0, 
或 者 Верш) = 0, СЭЗ) И — ARRIE. 

3 e € E, I БРЕТ ЕА Од 到 z, — n (9) 的 弧 
A {@(ззу К, EA 与 4 部 分 重合 , 则 可 将 
其 中 的 一 条 用 一 条 与 之 相近 而 不 与 另 一 条 相交 的 引 代 普 热 后 取 极 
限 ， 这 样 ,就 由 引 理 4.1 推出 


Ca) ви) we eive 


iw 


- if. ТАС) z 0, 


За 


€ 最 后 讨论 等 号 成 立 的 情形 . 
为 了 滩 明 与 第 八 章 内 容 的 联系 ， 我 们 将 这 里 汶 讨 论 阁 果 用 二 


qa. 


次 微分 Od? EXAM Odri > 0 表达 之 ， 事 实 上 ， 在 最 
后 的 证 明 中 所 考虑 的 那些 曲线 就 是 某 些 二 次 微分 的 轴线 。 ELM 
从 男 一 方面 说 ,我 们 也 完全 可 以 避 开 二 次 微分 、 
баа “ee PEER ARY 


2р 2 ywy 
(54) коди 6-5 du? 


пит ЖАШ. 

Ж uwe EN] Rele) 在 ONE. PRAE B. Веке) 一 0, 所 以 
关于 (54) 的 区 线 条 件 可 表示 为 
65. Кой) = 0, (wé E), 

一 般 地 ,这 个 定理 并 不 表明 格拉 贝 定 - 澳 菲 尔 不 等 式 (26) 是 最 
во. 事实 上 ,C27) 式 定义 的 通 数 &(w) 包含 多 项 式 mo) 
бш), 不 难 证 明 ， 这 些 多 项 式 同 函数 了 的 系数 如 bo ts 
baa HAS EBA SB E АНЕ а € 号 具有 指定 的 这 前 几 项 
系数 并 把 人 映照 成 以 (54) 的 轨 线 弧 为 界 的 区 域 ， 因 此 我 们 并 不 知 
道 是 否 能 够 有 函数 满足 我 们 的 关于 等 号 成 立 的 条 件 。 不 过 ， 用 变 
分 方法 所 作 的 一 个 证 明 还 是 可 以 表明 (26) 式 是 精确 的 。 

证 (a) REDE КЖ ТИШ, D ase € ,地 由 (55) 及 有 反射 


оча 


JS 8808838 Rep (z) — Reh(8(z)) 在 入 内 单 值 且 对 于 lai = 1 满 
Ж Вар) 一 8。 由 (30) 与 (32) 式 得 


GG eG) — &O —4 + 3i (A eee Ў) aen 


= uA 
PCEMUDLOMCEETIOLINMEET Tp ES 
$()—4 B Rd 一 0。 于 是 从 (56) 式 推出 


(зл) а=. EE m, 
0, (t> m), 
因此 由 (23) 与 (31) 式 得 


(59) 200,0) = da, + 21 dua + Уу E “一 ly, 
ie = 


为 实数 而 有 Refine) = 0. 

G) Mz TR CODEC PES ET SR 
ЗЕ ne (A), ПІЗ e GO = Ф (э). 但 这 基 不 可 能 的 ， 
RARUD, e GO 一 OG a 09) 以 — £7 Qo) 为 奇 点 而 
HODR, vle) E x fT, 

HERNA sve E, BE 4.6 ВАНА. EEE 
的 证 明 过 程 中 已 表明 这 时 有 агсан =) B Rea 一 0(。 并 由 考虑 
XL RBRUM SR dre GT RR. 因此 ， 
C56) 式 表明 对 于 |z| 一 1, ReLeQ)—9 00] - 0, 而 由 (32) 式 ,对 
lel 一 1 有 ерш) = Rep (z) = 0, 这 就 推 得 对 wk ORA) 有 
Вейбе) — 0, [ака 一 0, 从 而 — 85(A), 因 而 (55) 式 或 立 ， 


fal н 
LIED, я, n6 B, REN: ШЖ 
BUR SB SEE SEE 1,2。(5) 式 类 似 的 定理 , 甩 然 它 并 不 一 定单 叶 - 
аа бе, f). батана а 


(Ae 


Ы) 


[осо 2 +3. xy |< 二 (|>) 7 


《此 对 = = 0 ЕВА ARS 81 DRAEN.) 

з.е € F H w(e) DE s X РЕВ. 试 证 明 : 如 果 e(x) 在 和 内 至 
多 只 有 # — 上 个 零点 时 则 定理 4.5 的 结论 成 立 《Pommerenke 19694), 

+4. 在 定理 4.6 айты ашу сс m сун Жет 


45) 
ЖУ tal" a sce 
E ov EIS COT M CY 


44 НЕ-А ЕА 


А ra) = r 十 bob да 6E 的 不 取 值 
Ж E — Е(е) = C\g(A) 的 某 些 几何 性 质 (也 可 参看 7.4 节 )， R 
们 可 以 使 用 标准 化 条 件 — 0, 5,220, 这 不 过 相当 于 对 五 分 别 
作 了 一 个 平移 和 一 个 旋转 而 已 ， 

第 一 个 结果 只 需要 询 用 较 简单 的 定理 4.4。 UC 

XHAI йеє БН i >0,ШЩ see E, 有 


(Rele — #]| & 8 +5), 


@) MAE, Mies < 
M Imeall <; [fy 1 
"I BHyshet, 


Жаза 14, RETE AI IZ 4-8 4 ЮПИ. 
我 们 现在 的 定理 表明 ,车 15] < La carri eo + ШЕ 
т.101 >p йде тел уп 


rh. С 
证 出 (4.3.14) 与 (4.3.20) 式 可 得 


th | = eul < NES 


lija 


记 х= Rele — s], y—1mo[o — 4], BER (22 — y— ВА)? + 
Охуу < 64, Ж 
а) (+ уу — 165 + 165" ас 64C1 — ¿D, 
从 而 对 я, РЕ, ` 
[Reke — ж) = x^ < 8(1 + А). 
又 由 (27 式 我 们 得 到 
Pr — 8, e V B2! + 64, 


Wai. HS z 一 0 时 到 最 大 亿 ; E hi, щщ = 


ое 


8h RRR RUD au E, ` 


вА, а, 


{Пао — 4) < i 
P # h 2 W. 
йаз EXC. | | 
(3) кч} = Gu 25 * và =r tb. 
ROTES 
ЖАМАКЕ Y 
2 —I— M14253, VIE Uiv XL. 
з-у 


KRR, ATERA 060, < 二 的 情形 是 精确 的 


TARNEGA mm i SREEELIE-BITEACRAESLOL ТЕ DE 3 
BICIS FAR: 

EMA 设 KLL Ң оєС, 加 果 & EE 
Wie € БЇ, 则 
(4) ке[де®%# + Uha — ee] + 1log T + + E +120, 


«14, 


чка 


dE 不 坟 设 缚 一 0， 因 为 一 般 情形 可 以 通过 沽 时 gler) 
而 得 到 ， тА 45% „=, k= 1. d 
(9.3.22), Ke") =A + Zooss, 064 «2, # е0) ЖИ 
实 零 点 ( 若 2 = 200—183). ВАРАН. 
青 由 (4.3.23),《4.3.13) 和 (4.3.14) 式 我 们 得 到 
Pauw) = cu + Reol + ral + 1 


- th a 


4 


еа 


+ Vlog +1, 


从 而 有 


6) pe) 2 


[ир 


-i Ë (e— 2) ~]. 


0—8 


EW = > — AE Der) = 9, TUE 
Си) = h + is +20 — 5) + 2 Ti 


кыр БЕСЕ ДЫ Het (OX. 关于 等 号 的 论述 由 下 边 
的 重子 可 得 出 。 
例 44 WHoecCHue—2-—21(0xX1«2, ЖС? 


[o DEC dw, Y 


ш— y 


ао, АВА, 因 ， 是 (6) 的 单 三 y 

ЖУЙЕ АНОН, KE M 

жупана io (аз PEE / 

22), НАЧ АЖ, 7 
ЖЕНЕН, 59 НЕНИ M "t 

ЗН ОВЕ 2.4), RED 一 如 + à+ G 2 Фу 

ARER ONE, be r nst ТАЛАН 


"Ht 


一 上 从 而 ze 2， 根据 (4.3.19) 式 有 四 Cw) 一 o 一 wa 从 而 二 次 
微分 (6) 与 (4.3.54) 恒 等 因 zz& 吾 ,定理 4.6 AN Rela) 一 0。 
Ж 4 < 2， 则 航 值 而 数 趟 是 哗 一 的 。 

PICAT Gg): E BA 5 
0«6 «2x, E# 


O) pee (t+ 2), (0411412), 
M 
(8) Кее" ")«a(re log 2), (ee E). 


证 = 0, 5,206, ЫЕ 
р з par 2 L a 
Ref eo] <a G + эъ) OC + 5008205, 


于 是 由 ( 力 式 便 推 出 [8) 式 

现在 再 讨论 对 于 5 与 3 类 系数 问题 上 的 应 用 。 首先 由 定理 
43 S E BEC (19602) 的 一 个 结果 ; 

推论 48 Ко: tatta tes WRYT 
059 < 24, 0412Ж 
© Re[ i22) <af0 + =), 
则 

ай lagi 2ү 

(юу еба) 1+ Lá (+ log 2). 


ХР TH oM ФЕЯ TE € 5 E О) GR (10) x 
юзни. 

Fla] < 2, 我 们 总 可 以 选取 1 一 2, 这 时 因为 0 的 任意 性 
便 可 由 (10) 式 得 到 10,1 < 3 (Lbwner 1923), 

证 CREER 9 一 6, AWAR (eO 即 可 。 XP e= UR 
(入) 应 用 定理 4.8 так 
aD D= a -i—a(Gb eC 


54368 


则 根据 (+) 式 便 得 到 
(12) Res < (Re; — (Ima) — 24Ren 


ig 
+ Plog + arti 

1 2 
< (шн а) Lied ta 


于 是 由 О) 式 便 推出 10) 4. 等 号 成 立 的 结论 由 下 面 的 例子 给 
H. 
#45 ПНА NUES < 3 而 取 > 一 589 一 4， 其 中 


инана, БЭ) 一 ey EE T 


— e, — L -4 ш 
жав, а CV(D) ана (о, D) 以 及 愉 一 站 出 发 的 网 
条 对 多 统 眉 组 成 ( 见 图 45)。 当 4 — ову, назан, A 
而 一 234 == 0 的 极限 情形 则 得 到 jC) 一 775 f == ;如 
Som э < 2, 则 可 找到 叭 -的 4 使 一 1 (1 + ы), o< 


1 < 3 于 是 ,由 [ma == 0, (12) 式 的 第 二 个 不 等 式 等 号 成 立 ;而 
Hifl 4.4 知 第 一 个 不 等 式 等 号 成 立 。 


下 面 再 考虑 格 科 由 定 - 谢 非 尔 不 等 式 当 mo 2 县 对 称 的 简单 
情形 。 我 们 来 证 明 珍 衣 捧 的 另 一 个 结果 [1960a)。 
REA R 05252059425, X C2 


Mr 


аз) Be K + 


“证 ЖШ 0,00, X4 0—2X i m—1, A29, 
hei 应 用 定理 45. 这 时 《43.22) RA 02 一 一 4 十 
эже. {80 < 2 <2, В (е 有 4 个 实时 点 ,并 容许 条 何 浦 
[3 


8604.323), (4.3.13) 45 (4.3.14) 3 3841318 39] 


(м) fv) = +L rumiqa 


3 (ue за 
g G — ryGe+ sy Ир Loo 


一 二 人 zx un EE 
8 ou 2 


Ма) 一 一 二 G= Gern 


+= 27+ Laus 


ч ә 


ә 
p 


2и, (аж 200—0) 


-(2z 一 二) E £ 


着 取 。 一 一 x。 则 
а 8 le. 
一 p e)= a tn и) = mo Ay, 
E а 
as) s= — 21, om 2, 
MEESALA AUSARA. 于 是 (14) 式 成 为 
ETT 


46) Pa) sb Lg is-24 
© 2 4 


жлары, GER) 


由 Rep(u, o) 2 0 ШИШ (13). 基于 等 喘 的 结论 包 舍 在 下 面 的 
例子 中 。 
例 46 考 让 二 次 微分 
ат) (2a — wat, (O0 < > < 2), 
Wi- 22, 211 аА + 722. 出 发 均 有 另外 


АМИНА E Ят. 


Ë R жр о AKAHESIGESUR CAR [一 W31。w 321] 及 
LET ET CI AUI- 4.6). RIVI 4, DE 
КӨРЕ е c S ЙИН А Rk ONE, Wi кб) ЖЕНИ РЬ 6, 
由 (4.3.6) 式 我 们 有 Pw) = w, АЛ (4.5.29) RRA Que 
w! —21, T RC OT) SCUS4MESE, WEM 46 ЕЛЕР 
(16) 式 便 知 (13) 式 中 等 号 成 立 。 


E 4.6 


若 取 所 有 的 轴线 弧 等 长 , 则 全 部 系 狼 丝 为 实数 s 用 连续 性 论证 
即 可 证 明 所 有 信 < < 1 均 可 由 送 当选 下 4 而 得 到 . 

В 489 ren, N 
аә ш +>, 


эй 


Xx АВН ЗЕ Erit E Ds 19555) Fide У ВНА. 
证 ERS-— luti, 划 有 


ер — |], E = Кердер z 0. 
Е 4.9 Н 


(5) ul «lü-l Cnbe — zug + oe 
i gt L 
irai. 
НО Б А 的 最 优选 择 由 
1 2 
кй) 


确定 ; 由 于 Oel, EFE iO sisi: 具有 该 性 质 。 


лаки а 值 便 从 (19) 式 得 到 
1 x E 2 1° 2ү 
e» mieit ota (ш 2), 


Ея жа e 


MEARKE. ЖНА 值 代 人 《20? 便 得 到 (18) 式 ， 
IB] 4.6 知 存在 奇 浮 数 ge 了,& — 4c 使 得 对 于 9 一 0 和 某 
个 AQ i62), (3st E ЁЛУ NI 
— Reb, L ве diete Spp 
2 4 2 


2 
tlg, 
og а 


A xe ЯВА 士 十 е, раз 
жь (L +e) кезе”, | 
BREWER (1922) RU — 2 v £ 巨 的 格拉 风 定 - 谢 
非 尔 不 等 式 对 了 6 S 证 明了 有 la «5. 因 其 下 明太 长 ,不 能 在 
жалат. 
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a] и 


taw сег, Вани: 着 Is] el, ШЕВ УЛ? ЖР 
NURSE T < Lp UNUS eorr. 
2. 试 对 1 < 8 证照 精确 估计 : 


ASIA c al< $3- a+ iios, 
其 中 lm:2.80 E 22,66 i! ЖЕҢ, (Colia 1946: @ Jekins 
19602). ` 


3. 设 fe s B оса, ЗР 


la— а <1 + е n z). 


{Бейге ang Sscgë 1933: Jd 6.2 节 定 理 6.4), 


4. 以 Ф.(®) SOR € € z T URDU AR EA: 
wasl LACET 4 167x-2.54. 


S.rezH «ect, IE: 


124, + «1 + rp C sry, 


"131. 


第 五 章 ж 


关于 单 叶 函数 的 增长 问题 对 于 许多 情形 已 有 所 了 解 ， 例 如 。 
已 经 知道 ,对 某 个 a> 0, 当 |а| 一 1 一 0 时 ， 
Ка) = 0(0 — 151279. 
本 章 首先 讨论 ,这 一 结果 对 于 别 的 量 , 尤 其 是 对 于 系数 ， 能 时 
由 什么 结果 。 我 们 导 由 并 证 明 这 些 结果 ， 主 要 模 据 对 于 积分 均 亿 
的 估计 ， 并 且 其 中 大 多 数 结果 能 名 推广 到 面积 平均 ? np, HÍ 
[3:3 


fi. sÉCe)dQ < арт! (0 < r < co) 


的 函数 ,其 中 (w) 是 G0) — e РАЮ GENE 
的 书 ). 

жк. НЬ RD RE REPRE, 我 们 
将 会 看 到 ,对 于 单 叶 函数 ,一 般 来 说 它 囊 它 的 系数 增长 越 快 束 越 视 
则 ， 具 有 最 大 增长 的 函数 是 一 个 方面 的 例子 。 而 短 级 数 展开 式 中 
具有 大 间 呈 的 函数 是 另 一 方 茵 的 例子 。 这 部 分 内 容 讨论 的 宇 要 工 
ARGUS Chi 3.2 35. 

在 这 一 章 我 们 将 会 遇 到 好 几 个 尚 来 解决 的 问题 ， 


51 对 积分 的 估计 
L 首 条 证明 险 代 《Bardy pD 的 一 个 恒等式 ， 


а) " = Let] (б< ©); 
Xit (=) 在 mA 


o xo-i[ AUOD, (z = res, 06661), 


"I. 


Ш Но Жн =, Ж 2E 
4 неу Р Ku 
ау е zur 4 а, 


Се = re), 


证 ше 
б"! OD Tee ne. 
a. 
5" DP = - 60 Ima FR . 
经 简单 计算 得 到 慢 等 式 : 


p E опкону «(EY eoo 


— ift 
жек) #2 [. 


RAEADR BERR PUR OUI, TEREGA 
定义 积分 均值 


@) n6) nG. D 2" remise, @ <> < D. 
EISI 中 取 Фо) — n, КОТ D ТЕТ 

Кә, Ж 

G aan Бе Po onm npa, 

BU. 100) 与 LC) 5 0 < ФАН, 


再 定义 
(6) MG) MOD = пил GPN, 0671), 


《7》 М) = шр ее], СТС I0,2«1,0 < + < 1). 


FESH E, Koo RESMI ORKO KC 8 KC:,*) жй 
示 只 与 所 列 参数 有 关 的 常数 。 
ктм dn» fes КЇ 


o) hoyo |, мру ndo, QD 
证 积分 (5) 式 得 到 


по) È ff POIDA, 


因 ZC 单 叶 ， 故 可 作 代 换 w 一 Ж), 由 于 对 deb <r 有 
MG] < MG), RAUA - 


. р м» 
"оу zij йа = p PP oram is 
2: 9] 


» 
313 2:8 8 1B (8). 

ERAR 《Prawitz 1927) 的 这 一 结果 可 以 推广 到 平均 多 时 
EG (Spencer 1941, Hayman 45 页 ).。 在 此 我 们 附带 指 击 , 在 福 
反 的 方向 上 ,哈代 与 李 导 伍德 已 经 证 明 ， 对 于 所 有 的 解析 丐 数 ; 有 

{муче unite). 
RE HAEN (Васгамеш 1974) 还 证 朋 了 一 个 入 得 注意 的 结 
Hh 对 5 中 所 有 画 数 1 有 
һе, <= леташе, (0 < > < 1: 120), 
mh 
Pk — £8 шн Ж, 


各 下 带 有 拷 巧 性 的 结果 ,今后 我 们 将 反复 用 到 . 
SHRS2 Шт 10, 21—96 06е < 1, Ж} 
5,91 ` 


KQ) —= мүт G > 0), 
| irem <, " 
KOF gr (2 < 0), 


证 Ë 0<r «RIAL GE bdo s ik ht. 
ЯШЕ T < r < 1, 并 记 ч (U+ r), WERL R (2. 
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ID S 121 < 1 有 


t) EM iig 
an ele =z? 
f i lix 
| Ko «ita 
经 积分 推出 
Hoc) 
ap [m © KE. | 
G< <). 
pafen 
esa > 
从 而 有 


v Mire) P pne) |? < КЪСО [Крез L7] pe 
E Blr) e [per So Sr 0€ T), IB: 


а о-о}, corem 
«X i. Jio 12216 C) 1,2. 


作 代 换 w = 16), IOS CIL 2.10) НАОСОТ, 
于 z€ B(r) 有 


i < WIK K Mri) 
因此 《12) 式 的 右 端 
«кома Ila 


= K) [муу 一 al 
BA 02 A —,), Sant OR 


а SA AER Od o КОЕ ЛЕ АА, 
заи REI T 3.5 RUBER ЖАШЖАМЕНШЫШЕПРЕ, 
引 理 5.3 dad el c LEER. 


*I354- 


ШОК 
аз) AG IT 


Tio 有 
ao LG, В) < КЄс, ros А) Сто БМА — r)”, 
G<, < D, 


жрет Ов) 
证 PLI 根据 (5) 式 与 (13) 式 有 
ner" 2p 
по aia 
(ss r < 1). 
жа-на SCRI 


eO o kf E o) 


比较 ， 微 分 方程 的 一 般 解 为 
ulr) =al e ryf + ó(1 —rY*, 
其 中 6 如 引 理 中 所 规定 。 EUR RA, 使 得 r) = nGO. 
sre) 一 rohs 从 而 便 有 (参看 Bockenbaeh-Belimas 13918): 
су иб) slt DA = r, (rr < D. 
ща; C14) 式 , 因 为 由 《137 ATE 
la| Ef RR, XTK) + 区 ro 
= Кус, ros О). 
BR 54 57658120, W 


— Gi zl < l), 


= | 


Lio 


зө” (<r<1D， 
Жн ra) 一 i (V1+ 492 — 1) < 102. 


аз [P еә < 


证 ази ао) Xi 2 ele c HR. 


EG) _ m 
l< na ар. 


62136. 


于 是 由 引 理 5.3 ЕФЕ, 对 PEL Е 
f OL < eren < E. 


D m rye" 
Hoc n 3 Mb ACE. 
定理 52 Jes, 
a= re унь үз 
克 伐 和 与 消 茂 仁 克 (Kovad and Pommerenke 4967) 的 这 一 
结果 当然 不 是 精确 的 .(167 式 对 子平 沟 单 叶 函 救 不 斌 立 ,在 那 圣 指 


数 为 一 ERIT s> 8) REREN. 
证 80,2 — 7. BERRE (Hilder) 不 等 式 得 


N 


到 


< r угит» гуч" 
х Ul WG aey 5 


Bim- S S, AAA 5.2 48 ERAI 14А, БЕН 
引 理 5 .4 和 


" [ren NC 
ў, | 46 «К — r) Qy ar 


E 


«кобой 
选择 al SUA, ЖЕГИН! (16) 3%, 
E = 
[ID ELLE E 试 利用 引 理 5.2 证 级 
F JEGEN OK — у-н, 


DE 


2R у=, + «LABEL БАЛ: 
F He 48 = о (pi... C1 — 0), 


зе, ES 对 于 ace < 有 


E He fü) 2] 49 Ky ~y orul) + K) 


52 nan 
LAT НЕНЕН ЧЕКЕ MG) 一 MG.) 的 增长 清 
Weis v 4 


а) Кд =. + ar Cizl< D 
的 系数 。 ^ 

TERHERE (GD, lel 一 +} ERE 
D i6) me GNB Q<, <D. 
由 于 


Q) 41-1 SN PG em <, 


pad 


并 且 (i EY «esie 


©] a Cr | асе), 


有 
б) MO) < ва у" Gerah 
则 对 于 4<r <1, 有 
K(M—rys, Na +, 
(6) OES 1 
K(o)E(] — 7) i, 3 0 < z 


"138. 


Жал = БЕУ”, KO ARS edP, Bp e= 1 


2, ,有 
Kajban, щар t, 


0] le! < 
Кба)Ваті-", Ш 0 Sa < L. 


а > 时 的 结果 (Liulewood and Paley 1932) 可 以 推广 到 
平均 多 时 函数 (Spencer 1941， 也 可 参 用 Heyman 46 Ji), а < 
i 时 的 结果 《Clunie aud Pommerenke 1967) 对 于 平均 多 叶 函 数 


不 成 立 ， 因 为 对 这 类 函数 。e。 一 0(n-3) 已 是 最 佳 的 《Pomme- 
renke 1962b). 


证。 由 (5) 式 及 对 1z| < аео Слав ВЕ 
(8) MC) < 2e'tpBr(1—r)” (06, < D. 

先 设 。 > L, Яшав — < 1 <2, НО) 
尔 兹 不 等 式 我 们 得 到 

I «P treo ioo a|” бдр G — een, 
故 由 引 理 5.2, 定 理 51 以 及 (8) 式 , 因 2—54 > 0，o > 1 而 得 到 

KY LKB — rye» S nea — p) tdp 


< KX(a)B(1 一 pyra ә" 
= ква у, 


这 就 对 “ > 证 明了 (6) 式 .出 (4) 式 可 推出 (7) 式 的 相应 部 
B. f 
现在 假设 0 所。 所 


T 4 0<8 < 1， 由 海尔 窗 不 等 式 得 到 


+139. 


ко < (C iis X yen tha үч" 
(finta 
MERSI SORY- HUI RS S2 a — 一 ;< 
ОЕА ВА S ESI 5.4 ШИШЕ Riy THB 
He) Ке, yB [| о Eae 
交合 一 了 ES 


Ка, 080 — y HEEE, 
mutui oc TE e exco Letot, NER 


OR 
反 过 来 ,如 果 对 于 = > 0, Ж# а, == Oln) (n — oo), 划 可 
推出 
MG) < 5 адне = OKI) x seg = D. 
E & 
(一 1 一 号 . 
这 一 结果 与 定理 53 联系 ,就 表明 当 o > 二 时 ,有 
(9) M(r)= O((1 — r) =) €> (z) = ОС oY) 
<=, = O(n), 
Fx E 时 ， 信 计 式 《6) я (7) вано (Кенжин 
+). BHE ШШ ИКЕНЕН MKzr) < (i 一 六”， 故 这 最 佳 
ЖИД ao gu 
从 定理 5.3 我 们 得 知 ,对 于 某 两 个 绝对 常数 К, 与 K, 必 有 
(10) Су КК еу, |а, < Кж: 
而 我 们 在 3.4 АБЕ ЛЕНЕТ xs| < 1.0819 《也 可 参看 13 节 )， 


ETT 


ДЕТ 


当 a < 于 时 的 (6) 式 和 (7) 式 显然 不 是 最 佳 的 。 其 中 一 0 
的 情形 特别 有 意义 ， 这 时 (?) 式 表明 对 于 每 个 有 界 单 时 函数 有 
ар ¿= о GU E), (ao), 

我 们 来 证 明 一 个 反面 的 结果 ; 


定理 54 АЧРИ НТР О lel < 1 
АДЕЛ 

(2) PETI 

WEB "ЖШ. 


这 一 结果 《Litdewood 1938, Pommererke 196%) 表明 了 
(9) 式 对 оса < 0.17 JE EET AERIS < s (9) AE 


香 成 立 还 不 知道 ， 为 了 要 对 оа 2. 证 明 (9) 式 ， 特 别 要 证 明 


对 给 定 的 一 个 有 界 单 叶 函 数 有 a, 一 e() G е ш 


Hi bib. 例如 。 начай (сше К 
Pomtnerenke 1966). Tik 1-Эутщ Ji A8. н] Ж Sicil -Smmall 
1969, 1970; Thomas 1967, 1968 RUE EE A „ Q. 
证 我 们 用 记号 
a3 > ss" < рр 
Е] 
表示 о, « (n 0, 1,---), ЗАЙ 
аз) РС) ті p єс bU 
ENLESE 满足 RPG) > 0, uE 
Q5). PITT 
i» 


4 924+ EARR I2 MJ 
tHe 


(46) qu = ae < [3 = = rural 
) БЫ 
` st eR. Qm 1,2, 
RARA, COE je <1 内 满足 fg,COd 1, В. 
7) sx ne =. + > сач — pr) 


Peri 


具有 正 实 部 。 E 函数 Ф.б) 星 形 从 而 是 单 叶 的 (参见?.2 
+). 

现在 引 人 一 个 函数 序列 。 取 һб) 一 z, ЗЕРОВ 
a8) hiuG) = he) (à — 0: 1... 
AG) d НАВ EE РИНЕН ИНЕ ТАРІ] «a, HAHAE 
可 以 证 朋 和 (x) > 0, dd 


(19).. ^ jy 一 > D 


Айн (18) 555 (16) 式 椎 出 
(20) 005 э а, od D ар, eem АС + ая кб) 


„= EEE атт), MN ET 
meu 为 RENI Ut 


————— 2e— 
HDR H me, ер | 4—1 z 9—1 
ха — +4 a, 
故 有 А 
G 4a Y " 
21 К, 一 一 一 一 К, 
(21) aiten > (| PEST ету > Кий, 


‚=з е), 


)/ ms 


Hob Ko Ks ARERR MI 
ge 
(22) B= (а 2 


1 
又 由 (20? 式 有 
тыз. 


анаа) > epl—6emd аваз G0, 2,5) 
因此 由 (21) 式 推出 
Q3) аъ > Rasin, Кл}, (k > D. 

4 k— =, iR GO < 1 (|| < 1), 知 可 以 找到 GG) 
的 予 序列 在 D 内 局 部 一 致 收 化 于 基 个 青 函 数 10) > 0. XH 
Q3) 式 ( 取 11), fO m аы 22 Kom 0, 从 而 f(z) # D 8 
单 叶 ， 再 由 (23) 式 , 知 其 系 获 满 足 
Q4) а 2 Kalt, G= 12,7. 

现在 选取 函数 (14) 为 ， 


Pom UTE, 0а <D, 
人 
Ж бО<т<я=, 由 
Beton ede XE 
nal т 


_ 人 68», |6|<т, 
9, raj < x, 


即 在 D 内 有 Repl) > 0， 当 r= 时 , 求 得、 


L2 gg 1 — cos 
ant, с 535 939; 
E E 


ic т . 
取 9 一 14, 由 Q2) 式 得 到 8 > 017, 于 是 从 《24 式 便 推 出 
(12) 式 ， 
2. ИЕ SER 中 函数 
Gb KO ыс. On o. 
其 系数 变化 情形 类 似 于 有 界 单 叶 函 数 。 


定理 55 kres. i 


пааша 站。 一- 评 者 注 


\ DID 


Q5) [S] < ка TEE, Gm ud 
JE. JURY QURE тее 
(27) 15 > 
„ЕМЕ (28) (Clunie and Pommerenke 1967》 中 ,如 果 没 有 
Ер ae 则 结论 是 平凡 的 ， 凡 为 由 面积 定理 即 可 直接 推出 
Meu] nnt, PATERE 240 知 ， ФЕЈТ п We 


2 ; 
Кы 


并 且 , 这 一 估计 当 n = 1, 2 IIIA ГОРИ 3.5), (EXP 
n= 3 却 不 成 立 了 (推论 19)。 而 我 们 更 在 的 定理 的 第 二 都 分 
(Clunie 1959b，Pommercnkc 19674) 表明 ,对 于 五 类 来 说 ,其 至 连 


b. = o (1) ARRI. RF 6。 增长 的 精确 阶 的 确定 ,现在 还 
ж. 
证 (s) 先 证 (26) 式 . -选取 we СМЕСА), SETS HRA 
1 
Ов) о = тутуу 00140 
应 用 定理 5.2, 我 们 得 到 ,对 >i 
o» [item а-ар 


о dep — o ' 


Р Сте") gg 
fpe?) 1 


«кр 


нжат 


1 — el «IO лу < 5, 


- -1 
ul 
а< 112). 

jui ура 


G0 [ires «x iy". а<е<®, 


uae 2 


如 局 在 (3) 式 中 所 作 的 那 樟 :到 。 一 1 + api Qs, 


(b) BE fOe) = az + …* 是 如 定理 5.4 中 所 定义 的 函数 . 则 
因为 +T hat 在 1w| < 1 内 单 叶 , 大 函数 


EO m ft + a tt (ШЇ >1) 
属于 8。 由 于 第 一 项 为 霖 函数, 且 对 所 有 的 = 有 а, > 0， 放 有 


bua) Табана n} > i alaw» | 
DEMNM moe 
于 是 根据 (24) 式 首座 8 > 0.17 即 得 到 (2?) 式 ， 

采用 这 同样 方法 还 可 给 出 кє Z 的 法 贝尔 多 项 式 Pw) (W. 
3.1 节 ) 和 格 隆 斯 基 系数 bu 的 一 个 估计 ， 首 先 回忆 它们 所 满足 的 
关系 式 (3.1.11): 


GD Фе) +» Eas Gm he) 
k-1 


Gn a (Ур) аво) каб 
=1 


(32) 式 是 比 (26) 式 更 强 些 ,因为 ba 一 bo。 由 (27) 与 (32) 式 ， 
知 存在 函数 8& 3， 使 得 
(33) max D.C] > а?" 


对 无 限 多 个 = 成 立 . 
证 由 幅 塞 伐 尔 公式 与 (31) 式 知 ,对 o1, 
p^ v x ар = H „ве? 
< sex (PEV. 
令 p 一 上 十 0 便 推出 (32) 的 前 一 个 不 等 式 。 
биз, 


再 由 (313) 式 和 (29] 式 ， M z€ E, p>1 时 有 


ert gos 
lonis 2x j Elp”) — ш L 


«xor (= yh, 


Й 


仍 取 。 一 1 十 地， 便 可 得 到 (32) 式 的 第 二 个 不 等 式 ， 


| а 题 
ъй Маў) = as + 和 (a) = ba ЕЮ АНЕ Ка) АШ 
于 кө). йй: 者 对 某 个 CEE А = Оон), Ш а. m Оби) Gs 
[5 . 
IdB res E. (D) 包含 于 某 个 角度 为 ze 的 扇形 中 , 试 证 明 ; 只 要 а> 
THI m 967"), 
3. 设 а) 是 如 定理 5.4 中 所 构造 的 浮 数 ， 试 证 : 


м = E бе», 


limsspe*-H5, = оо; 


ЭШЕН тоо, ТРЕ UR IER EGRE ODR M НАЖИ А m УТ 
称 ; 即 对 лы] (пойт) 有 а, = 0. 

40876509, МАЯ mo2, 8, W a, = OE Yee), 
但 着 moin, МИНЬ Жо 

5.8 f(x) ЖЕРЕН e>0, 证 明 : Кє) = eC. — 18729) Celi 
1 一 0) 成 立 当 且 仅 当 办 一 О(п°—'у(п-эсо) {Роттегевке 19622). 

3B 165 ио) = 0((1 一 人 十) 试 证 明 : „= О(» 77 ова) 
(Levie 1935; 利用 5.1 ЭНИШ 3). 

TLA BAPO) 表示 哈代 空间 , 设 ЖАШЫЯ: 

тєн |, ог ef ни ос, 
在 第 二 个 等 价 关系 中 要 求 062 (Pommerenke 19525; 后 边 一 个 一 > 不 是 直 
+ 


m Ан as 


ETE D 
B. Hb gez H аав 0, "—-— 
1 一 z s5s. @ = L, Zy) 
= 
КЕНЕ. WARRE, MENS п 大 于 某 个 绝对 常数 日 meten 
时 , 余 项 仍 大 于 d. 
9. 设 Ke) 在 D 内 有 界 妾 时 。 试 证 明 ;如果 im EEEN рае 
让 收 雍 (其 道 当然 也 成 立 ;关于 进一步 的 论 仙 尔 (Taober) 定理 可 图 见 Hayman 
1970). 
5.3 增长 的 分 布 
L. 我 们 炎 证 实 一 些 结论 以 表明 :- 一 个 单 叶 函数 不 能 同时 在 许 
SAKK. 其 证 明基 于 如 下 的 引 理 , 它 是 艾 鲁 辛 不 等 式 (32 忆 ) 的 
一 个 推论 《Lucss 1968; Pommerenke 19576); 
引 理 55 W Jes, sreD (01,5, 0) В, 
(D IG 2 Саа) | 29 2 Mlaen) in 
deme nent- toa (wela) Ml 


о) T ie sl Ñ uote 


КеП “л 


«2% а-ы)” 


v 


证 应 用 推论 33 于 函数 кїр) 一 因 [1 — tuā) > 


lz. — 32.1. 这 12,1 = 我 们 推出 
ЯЛ" < Cesi г" 
` 8:02) 2 
xH] Ее Re n —5 ү 
юш» 
<M "Из 


p 


ieu 


其 中 我 们 应 用 了 (1) 式 和 (1.2.13) 式 。 这 一 不 等 式 蕴 舍 (2) 式 。 
X357 Wfes Ж TQCIO2€ (> = 1,5) 为 

"个 互 不 相交 的 所 区 间 。 em 

(зў mi ч “Эз > 0, 人 一 1 


Bl 
(5 Tz. 


„л 


ESERE, MFE SE TL, 使 得 


OG seia- eme) = ol 


z 


(la| 1 —0). 
证 《a) 对 于 充分 大 的 R,HH OR GFE »,Є D, agek 
Т. 使 得 


в D 2la-iD7 =e) 


这 里 的 В, UETA, ЖАВ о. T, 和 f。 轩 这 些 
к r, 前 且 互 不 相交 ,出 1s 一 al> 0， 故 由 (2) 式 推出 


Пв а = ар" 


si беп 


<в,[] z”. 


BOX G+ 2m) = 2, Yl a, = zo 有 而 由 上 式 得 到 


E КЕН 


r log R < log B, + 2r, log R, 
4 R— <o, AASI Жоао. +o, r. < 2. 
(b) AERE r. — = + + m 2, HOR FERN 
(2) т 1,2, ERA mom oo 时 sar > (06,6 T) B. 


(6) R, = |а) > 


СЫХ 


1 
ВА 一 а.) 


* 138. 


Каа GEM 3.3) TREE 1) 一 EG EM E 。 为 


n+l, т, <= о, (om dr я), зан = c€ C: а, m s; 
CD BIA 
XXe | Rm |+ у] вле jefe 


fü 
+ э |; Xm ear] + Re Le logg (2771 


-s 


> Уу „юш 11 一 和 ao| + 57 wle (1 — 1549 


2 
+e |е мга — ie] + Venen — 1, 

应 用 引 理 5.5 的 证 明 中 的 方法 估计 前 两 项 。 利 用 (3.2.5) 式 估计 第 

四 项 ;定义 


LONE EE ORE! 
€) enl) — nig +2 ET 


并 且 由 (5) 式 及 т. = 2， 我 们 得 出 
(8) 2Be[cge(s)] < —rilog Ra —2 Уу @йоң(1-— {2.1) 

— 21101 — 1212 В, В, — 2|e log 1 — ||), 
当 m — o W з, es 且 由 (6) 式 知 Ка) — оо, НС) 
式 推 得 


G) e eG mrs P +2 Sinks — =), 


а 
СЭД: 对 每 一 ce G, 260 有 


2Releo(2)] < B, + еа е 


yis = веб), GERE C) 


H 
жале (e Tn 


*. 
这 一 定理 《Spencer 1940; Pommerenke 1958) Ж: ЖНЕЖ 


оз» 


同 区 间 中 增长 的 联合 增长 率 尽 下 能 地 天 ， 则 函数 的 增长 便 相当 痢 
Ki, Ban] 2.1 SEIS а 


E n (1 — 2757), (| < 1). 


ЭГЕ, (УУК HERI Ц 0 36 0,55, P, 时 ， 对 每 个 
p Er rd 
Q0) fr) — 0(0—*),6 — 1 — 0), 
其 中 s= 1 BEREE (ЕЕ Haymsn 19558; Hayman 
and Kenneudy 1958])。 这 时 因由 塞 勃 偏差 定理 可 知 : 
2 (Eus) 


-Ire 
ñ rfe] irn 
(e| i e] 12299 
ЖН ИЗЫШ ERES. Ait, 
QD B im (1 — 7) MC) 


PEHME о<е<і, НИЖЕ АКИ ЕН 8 = l, 
的 证 明 表 枯 , 当 8 > 0 时 , 必 存 在 б, 使 得 
Haed ~ gQ — r), (1—0), 
而 当 8360, (10 зу. 
ЖЕ (1951) 推 得 
lelos Gm 


ПП ES АО КЕНЕН la) =s Fk, LEES! 
时 |as| «e (ii 节 定理 3.9 以 及 Hiya 第 五 草 )。 

我 们 可 以 构造 一 个 函数 为 例 ( 合 看 Brannan and Kirwan 1971), 
以 说 肯定 理 5.7 至 少 在 商 点 上 是 最 佳 的 。 G) G) AFH limin 
不 能 代 以 fmsup。 CH) CIL) ННН > 0 的 假设 ,网 MCI) 


1150" 


SASER ДУК. 
是 
2) тое +, Coi, 


EART E Za eR 

L2] 
5 Ue un (0-12, 
ao MG 1) < Ара)» (n — 1, 2, 

构造 这 函数 要 根据 如 下 一 个 与 卡 氏 核定 理 有 关 移 引 理 ， 这 引 
理 中 关于 一 致 性 的 论证 可 用 9%.3 О 25 3928. 

引 理 56 设 Al) Æ DRMR: 对 в —1,2,---, baa) 
EDARI M0) — 00) 一 0, (0) > 0, PCO) > 0; ЖН 
对 基 个 9， 
` кусь русса ен): |, —0| > г}, 

其 中 >o) MDFE— 020, Щ ooo ids) 
在 Dle 一 < 中 > s} HARET С). 

定理 5.8 的 证 明 UG (i=l, 2，，，} 在 BD LAN, R 
THHCTOEHIEIER „б: 定义 (и) = z; 假设 已 经 构造 
出 函数 z, 和 点 zo po 01,2, sk АШК: 

O дс D 解 折 单 叶 ; ` 


GO 009-0, Lado cn 

Gü 当 bl < T N In) аа 276 
G) lasal T 
G) da] > 23 DL — 12127, G1, D); 
Gi) MÜn вк) < i Xp). G1, 7. 0. 


ie 


再 接 如 下 方法 构造 出 гын» za 与 mr 亦 有 具有 这 些 性 质 ， 设 
C4) — i GI) 一 args 2 5}, (o <а< i 
用 一 条 与 CQ) 无 其 它 变 点 的 半 直 线 L XepiohWRORE. 
Ж G8) 是 把 口 映照 为 单 连通 区域 CACC,GOU LA). 的 单 时 


ERE fO. а) —0, (0,0) > 0, 隆 是 由 引 理 5.6 RD 5 一 
OR. faled) 在 


bens i-um pul 
内 一 至 地 趋向 z, G2. 
由 (12) 式 ,可 以 选取 p > iH on < 去 iD. 
R a, >0 足够 小 以 使 RO) = f, д) RE: 
Q9) «RO «2 IG (127 


(кєр, 一 5 > resta 


GO 100 «MO, д) < Eas Cel <), 


OD eol > Eh, Mon 19 < 109 


Ga 1.2... 0) 
《参见 Gi),G2,GD2. 
由 于 Cu D) 一 CAO) U Lu, 容易 看 出 在 单 时 国 数 AG 
的 映照 下 D 的 像 包 合 一 半 平 面 ， 故 从 属 原 理 (2.1 i) ЖЫЙ. ЖЕ 
个 正常 数 9, 有 


MG. 有) 2 pall — ry2, e << 路 
因而 由 (122 式 可 迄 取 zi《 D ER 
a8) MGE > t|) рай 
Х| > MC e + 1, 


*152+ 


. 1 
于 是 由 (15) 与 (18) 推 出 1x; — gint “лкт 


来 了 ,我 们 迄 取 r4 < 1 充分 地 接近 于 1 ;使 得 

Syr) = fa rns якн == rris рын = тр; ЇЙЇ E + I 
Rf Lr) C) (s 祖 据 (15》,(16),《17) 及 《18), 这 是 可 能 
的 .而 《i)》 则 异 然 满足 这 样 就 完成 了 我 们 的 构造 - 

4 bo. ХН (9) 3 GOD 局 部 一 致 有 界 ; 而 由 
Чи) ЯНЫ, nG) 在 D FIG SIOEGUECE XC A 
3e) E £00 70, 5002, Bü () 5 (D Ф 


IE PERRO = Я 
lelea)! > 28,01 — 1,07%, 


M Conr 8) < È Ma. 
RE, BE IG) СОО) BE s 并 满足 《13) йл (14) 
X. 而 且 zal 5—1, BUH, 0) AR GD 


REREH, 0D 的 每 一 点 都 是 〈zo) 的 极限 点 . 

么 我 们 在 定理 5.7 中 考虑 的 是 “集中 ”增长 同 题 ,下 面向 讨论 
"ARE kilia, 

SINST fes, se D; OU RA&fsJI «M. EH 
в„> бк, mt --- b ov — FERRETS T Xi 


a» Доо e 


< 2 y Rot Hi ü — 17 
= 


证 (19) 9790 


Hita reo TE TY ies а 


p 


«1539 


ЗКУ CDS Н RISUS 5.5, 知 上 式 
«a TI corem TE a — s 

R< е1 < м, каш 
кї e. 


СЕССИИ] 


E acean 1-9 
Е 


OE, 其 中 геа ЙЕ a 十 2n2 <t 的 最 大 整数 ， 因为 
+ — r< 从 而 推出 (19) 式 。 
定理 59 ik SES ш == 1, en > 0, (т = 2,5, 2, ЗЕ 
А ” 
QU ra= Уа = >], (m= 152, 
A = 


则 对 于 Oc r< 1, РЕ ro 一 зт), dz. = r E 


CD Hol le 27a о) e 
КЕЗ 


证 G) Esc. 已 确定 ,我们 选取 st 使 得 
ко Пе" 


(22) Man = may 
ше, 


-| кыю ез 


则 lesu] = *。 从 而 对 于 Sem 有 
(23) Mau E PA a, Кеп) ваны — m)" + Goa 一 | 
SCR 14M eas, 
现 假 定 (21) 式 对 某 个 = 不 成 立 ， 我 们 简 记 
(24) gon тты В К r) hw, 


0 


则 从 (22) 式 推出 Mos > 278, PR Q3) G (228 
Q5 REM an Tus MI, 
(p—2,-, m + 1), 
由 于 2—1, EE а> 0, 由 (22) 式 有 
ВМК) < М, H м 


[zzi 


(ву r E ~ 
-H fool — x)” М Kann) И быта). 


在 (22) 中 取 m= 0 ЖШ М, > MG]. Н 5.708 п — m+ 
1D 和 (23) 式 , 知 最 后 一 个 表达 式 

«IH M RP — y) 
故 由 (26) 式 推出 


кө «gen узса, 
ЖЫ а= 7, GNSUSQAXORTHIDHUR, 


(b) 最 后 假定 (21) 式 右 端 可 换 成 一 个 与 7 ЖЮ ЖИ. БОН 
于 某 个 序列 Ст), roe 1 о), БЇ ИҢ mr). ts nsn) 
ЖТР 0,5-5, 6.600, ХНН i 


Ut JI la ее олы, (|а < 1), 


К 


这 一 结果 对 于 定理 5.8 中 的 函数 是 不 成 立 的 , 因为 由 (13) 式 《zn) 
的 极限 点 在 ор LAH, 

ЖӨ БЛ fes METOS? < 1, 存在 点 zm zakr》， 
[ан] 一 (= —1,2,+--) 使 得 


«a — r) Fb, (fel <r), 


e» |ә T e-a 
E 
这 一 结果 可 立即 从 定理 53 JR a, = - +: = as = 1. 的 情形 扒 
ш. 函数 
Ий) = 2 — "уйт 
eije 


Runs — T аўчы. 


ТАТЕ ВИ ЗЕ T Sab ben er (E CPommere- 
nke 19622); 

pi 514 设 T rte cc 6S5 ШМ n = 2, 
3,5. 存在 复数 alk m 0,1, 3000, са — 1, leal < 
KK,， 使 得 对 每 个 >> 0 


и 
(28) | M een |< SK. (cosa) 
& 
其 由 Ko K. 是 绝对 常数 . 
证 由 推论 5.1 取 和 一 1000。 +. = 1— 1, 知 对 2 一 2， 


3。… 存 在 多 项 式 

(29) Pala) -H Le = Zo) = X E d 
E = 

使 得 

G PGH, < Kn (|| nu). 


НЯ 5,2051 节 ) 扒 出 对 x = re 有 


eo f һб (0120 < кәе |” "а 


< K, (1 — r.) 9 m Kam 
其 次 ,从 C1.2.12) 式 ,(29) 式 和 (30) 式 又 得 到 当 |а| = ra 


[PF 一 ЫРЫ r 


< катын |? 
pi 
Е Са e EG D D 
n ME 
Í; incor s ee [068 us 


" 
< Kg |” hre" Цеа, < Кы, 


EU 


S 5. (z) = д.0) бе), АШ ERAS EER RO DSCIEUDM > — rue 
有 有 


| „ А 
I кста < annie ire < Ram, 
B.M v<. 时 有 


3s adl жю 
GD дәю] eaten | il E. аө 
Кә, 
инн (as) sÇ, 


PUR, 常数 1000 和 0.541 并 不 是 最 佳 的 。 求 系数 组 合 增长 
的 精 左 阶 问 是 是 一 个 尚未 解决 的 问题 。 一 些 进一步 站 聚 可 参 淖 
Pommerenke 1967a 和 Luces 1969, 一 站 与 此 有 关 的 问题 是 亨 克 
尔 《HankeD FIR аваа), mas чав 的 估计 《参看 Hayman 
1968 和 Pommerenke 1967b), 

以 上 这 些 结果 可 作 如 下 解释 : 单 叶 函 数 的 系数 增长 取 羔 于 : 
(O Ноне DERRI AIE GD Bess RU EAE. Ж 
来 ,如 推论 5.1 序 表 有 明 的 那样 , 函数 的 增长 是 在 那些 可 以 依赖 于 
的 类 极点 处 《Pote5ite places) 引起 的 。 这 方面 我 们 可 以 通过 取 系 
数 的 适当 线 些 组 合 来 尽量 碱 小 其 影响 直到 使 之 搓 近 有 界 单 叶 范 数 
的 系数 增长 阶 《 昌 定理 5.3). 但 这 一 方法 却 不 能 减弱 因素 (Н) 
的 影响 。 对 于 星 形 函数 ，(i 汐 影 响 就 器 繁多， 并 且 可 以 证 明 
(Pommerenke 1966》， 对 m — 1, 2,- ffe e (k 0-6), 
使 得 
ix cea < Kin) V (a= 1,2,9, 


t 
a 5" 


l. бер, He PARRA Б 93 ias EI Ф E) 是 


WM s>0 HE 
I > PCaX — papatet 


[2141 


RERS, WEH: ге, M aCG = 0. 可 能 有 可 赂 多 个 例外 其 且 
对 这 此 5 有 Б(&у&2 (Spencer 1960), 

REESS >o, BEER 5 apn aaa n + as = r, 
使 得 对 于 适当 的 «0, n). sC) 001) UE. 


fa) Te =)“ | PM Се). 
an 


ЭМЕЕ» Б a, n. a. RRT PARRARI е TRUR 
数 、 

3. 设 168, oci URGES 5,9 的 证 明 加 以 修改 以 证 明 存 在 „= 
akam) [nal =з, RE 


а-ро De- јн) 0 nt, 
AUC 


ELO 
dE mm) RRT m(romserenke [обуз], 
AME ES, m< 1,239, НЕЗ Su 对 于 он 1, 2,…， 存 在 
enl k = 0,7, 0), кө = 1, eul 27, ФАЕР 00, 


Рэ casa | ERG ton тат ELA 
= 


54 шй 
现在 来 研究 形 如 


а) fü) = Biens CIz|< D 


ЕП 


ШАП, RESAN ХЕР ИНАК СЖ Са) 38 
AE) 出 系 雏 就 小 。 下 面 我 们 孝感 几 种 间断 条 件 ， 以 下, К, 
表示 绝对 常数 ,以 K- ),-… 等 衰 示 仅 几 区 于 所 标 出 之 参数 的 党 
Ж, 
海 曼 C1963) 的 结果 : 对 1e5， 有 
Пааа, (a 1,2,6) 
《 见 定 理 5.10), БАНЕРИ, 由 此 可 得 ,对 于 一 个 


* 58 


满足 0< win o SI 的 序列 (vw) 车 有 а= 0 RU a. < 
KI (一 1 23) BAIE TE 


w кә Xe 


Uf 1,4), BH в 0А — 1,2, -) BF. arm; РЕЖ 
为 充分 大 的 偶数 , 则 关 db EE 时 


G) 


ПОТОК Е sa 一 m =m. MERE, ЖИ ОКЕН 
TERRE RI D PERS Ну IHR REEL Sur TOR HER ass k 
CHiymin 1962) MARW, 

жиеп ges Apu н 


e acum, bier 
XfeRXTIECBAN. W 
D MG) — maala) < KC =r) Š 


1 
(ф<,< , 
由 此 对 于 ”一 1 2 就 有 
(6) las < Кат, 当 m=, ^ 
(7) lal < Rn M PTT 
ВС) а. ~ сопа - (nm s ооо), REOR 


DUI 


是 最 佳 的 。 (7) 式 中 指数 不 能 改 为 -2 + 1， 至 少 对 m > 12 Ë 
这 样 ( 见 5.2 WE 3), 

我 们 要 引用 茵 格 姆 Саар) 的 如 下 结果 抽 不 加 证 明 ， Ur 
(8) 900) = às d Ens «o, 
dbh QU) XP 2,5,5. MEOR, 则 对 于 每 个 长 
m > СЕР (e > 0) 的 区 间 T, 
(9) > DETTO L Кол 

定理 511 的 证 明 设 L <+ < L, 取 z = ren 使 得 
ro) — MG), 对 не 2, m, 定义 

T,= [* + Жет 65, в, ire a], 

m—l m—i 
= 
Tum 1) t 

其 中 任何 两 个 区 间 之 间 以 及 性 何 区 间 只 9, 的 距 高 部 不 小 于 9， 
且 有 


mi у От 10) 
o» Length Ta m 0-10 MED 


> 至 (aci, m 


BER scm re OLET, Qiu) ЖИ 
an WC) | = maf(ee9)1, 


因 当 ar, т Hone» 时 有 
5122.2 > až, 


从 而 由 引 理 55 (52 节 ) 取 э, = … 一 mm 一 二 得 到 


* ape 


an min [f(| < KAmXI — у, 


由 于 aD 一 MG), ОТВАЛА e> 1k ЖЕ 
我 们 即 保持 这 个 国定. КЕДЕН 《Ingham) 定理 于 p(6) 一 
f(re”)。 由 (9) 式 与 (10) 式 得 到 


Dro н) |, Сеен) Гао, 


TASES Ok а= 2) Жун ERAS 
< Kn) (1 пу ӘР Kia) — 7) 77, 
KRR ЕЛЕК REA О 
А А i 
Шә (x |a, rn 51 m) 
«юна — r)”, 
Xr 积分 上 式 便 得 到 (53 式 。 再 由 定理 5.3 可 从 (5 ) 式 推出 (6) 与 
DR 
在 一 个 从 整体 说 来 是 较 强 的 间断 条 件 下 ， 我 们 还 能 够 证 明 
《Pommereake 1962): 
38512 Res 具有 展开 式 (1) 甩 清 呆 


аз) Dico, 
ker OR 
则 Kw) 在 |«|<1 ERE 
ao à lel < eo. 
证 令 


куз ы, (0670), 
e 
RUE ERRORES. AT m.s, 
- B М N 
азу KOLF lal +( X 3 2 ule). 
кл Кена a kamt + 


ил, 


BG) ЖЕН Mr) PC), doin 


mle are {Fle) :la xr) 


«MG? Ри), 
ET LE PS UDETCESESEI 


«os lanl +25), (0<r< D, 


从 而 便 有 PO) 一 D lan) < oo 即 (14) 式 的 结论 ， 


根据 定理 53, 我 们 从 定理 5.12 "ГИНЕН: ATRAEM 
有 oo 一 0Ca 9)， 须 知 间断 条 件 (13) 只 是 一 种 全 体 项 数 的 密 府 
条 件 ， 它 并 不 排除 留 下 的 项 指标 m RERE iik: 在 6.3 
节 定 理 6.9 中 还 可 证 明 。 任 何 一 种 密度 条 件 部 不 可 能 导出 z, 一 


Os. 
ЖЕ АЛЕ АЗА SOIN Ae ERAT 1181, 
Gs) Tue mil G> 
5x 


则 可 以 证 昌 《Pommereake 1964b; Fuchs 1957): 

定理 513 Ges AB033510, W. 
an aam о(я7), (и->со), 

RRRA REREN ?< D, F 5 0 就 可 以 推出 这 一 
结论 。 KENE RERA SERRAR (Feer and Fekete 
19231); 

引 理 58 设 0 一 m<m<<…， 若 
оз) 9 = Xe Deo 


EI 4-2 Pk 


059) аб) = X оаа", vx = JI ü =) 
= E m, 
在 DD beta. 


(age 


证 Фе; Ж (м) 的 最 小 零点 的 模 , 我 们 是 要 证 明 pj > 1. 
SEDES 
ü тут 
верба) — D аа" * 
的 所 有 零点 都 在 {|z| < eni 内 。 故 由 户 卡 斯 《Lucas) 定理 
(Marden 14 WD) AES RC 


"gom 


i 

y 
У) (о — m) anbar 
E 


mima К 


— те MONS 
л 


的 所 有 零点 也 在 《1s| < p7'} 内 ; 因此 gaT) KRAF 
点 都 在 Па or) A. Amae BUNKRA, H i> оо 
bog EDAR- BHAT sil HET z€ D, z() 
#0, 必得 出 p; > lime, 22 1, 

定理 5.13 的 证 明 SL G —{Р(ш):4є D) = С, ВА 08 
G', Ж wc0G', Ф 


част 


(20) — gG) m iG) 一 四 一 一 由 十 уе", 


名 
by m Pi, 

W4 z€ D 了 时 (я) ж 0， 按 (19) 式 定义 p) 并 记 

QD а Go) mal А bas ons 

НЗ 5.8 928 xwe D 时 gila) = 0, ВИ БС) g 

DRE, 由 于 当 dab 一 1 有 AGO! — 1, RH e € D, 

IC] <1, 

现 假定 (17) 式 不 成 立 ， 风 关 А-9 со Rf, bem na, 不 趋 于 
零 。 比 如 说 设 |] 0x0 GR 00), HESEB E 
»— оо 时 ,和 (的 在 DD 内 局 部 一 致 地 趋 于 56), Ж |А) < 
1， 从 而 ， 


srr 


Q2) RGE) = вн), 09 7860863 G — су 
DBRRE—S. EF s а. ~ оо, Y QD 式 我 们 断定 
200) к) = с, BAS (16) BS & s,— 12 anms — 1), 
(62i 2 D, ТЫ Q1) QS) SAU XE Б> 有 


Мо m bes ms H cA 


ват ml 


> 应 -> 
Aero 青 由 (20) 式 有 

@< Ја] m IG) — ва БСО < IPOD — ш), (кєр, 
这 就 与 we ӨС' 的 选取 矛盾 ， 

现在 我 们 来 说 明 , 对 于 单 叶 萎 数 ,无 论 怎样 强 的 间断 条 件 都 不 
ЗОВЕ, а. — o(n7 T) 更 强 的 结果 ， 事 实 上 , 设 Gu) 为 任 一 
AMFI, ЗГ в, БЕНИН. ЖЧ Gu) BIER 


TATARE gm 过 274 从 而 Ee 1. ФЕН 22 MES 
к 
Q3) iG =z + > Eee 


ГЕТ] 
ЕТ 5, 
М. ЕЛП С. BU; (М. апе G. Weiss 1963) 已 证 明 。 {Р 


在 数 4, 具有 如 下 性 质 : 车 
10) 一 Suet 9, (lal < D. 
Az 
共 且 对 某 个 1> is 有 2 à, WI|212,| < о, НРА АРВ 
- 4 
. 数 有 ГО) гео, МАНЕ: 若 在 (16) 式 由 ica M 


G4) У пан < o. 


Ami 


(Ms 


这 一 结论 当 热 强 于 (17) 式 ,但 不 知 是 否 有 8 — 1, 

还 不 知道 证 明 a. = o(n7) EE- ERRAU A 
(16) 那样 蝇 的 间断 条 件 ， 事 实 上 ,我 们 也 并 不 外 道 任 何 一 个 具有 
间断 a<, — ne — 000 — ос) (“ЕШ (Faby) MIRA A 
HERR а, (яс), 


fg = 


148 165 B3%f umor, + 1000 (& = 1,2, E a, = 0, 其 中 Cv) 对 
PREN: WE up 一 Si. RAEM 5.10 SE h a, = OQ ty, 
(e). 

2, 设 res 具有 展开 式 (1), 以 NOG) 表示 sur 的 指标 个 数 。 RE 
MEA 5.12 证 明 中 的 方法 证 明 : 对 每 个 “>0， 

MO -oce = o (rby). зә 
CASHA ARERIA). RM2.210: ЖК») 星 形 ; 划 对 
Se, 

панар BU ga, (ичн), (oie), 


再 证 明 若 = L (т = i 2,7), RI 28 — 1 不 能 易 为 更 小 的 数 ， 
з.Ю + ЖИМ. >a», Hi 


Ке: а Ба + + ne uo ESL 
= 


AUE nano Caco) (Pommerenke 1964b), 
4. E a 


= Se jp Ati pasin 
КӨ) :+ ат 


SACARON 
f “z422 
о pi 1* 


ИБА. ATEREAK EN RREI SER ЖОЕ D 
BESCENGAOR A) 用 定理 5.12; 对 ош Се) ЧАНОРИ 1.241 
ТЇШ 9; Ep Biodan 193 71,187 (i). 


«165. 


5.1 ol — 0, meon 及 расо 迅速 : 试 证 : 
ixi: x еда) о Ci n. 


并 证 明 若 eon (ERFAR) ВЕЛ а) 式 的 单 时 函数 使 得 


Еј = со, 


* 16656 


ZAR ВУНЕ 


бл 次 威 纳 短 分 方程 


本 节 介 绍 由 数 威 岗 (1923) 首先 所 出 并 为 库 法 列 夫 《Kvjfsrev 
1943) 所 发 展 的 一 种 研究 单 寺 函数 的 方法 《也 可 参看 Pommere- 
nke 1965Ь; G. S. Goodman 1968)。 其 基本 思想 是 将 函数 的 象 域 
参 大 一 个 连续 递增 区 域 旋 中 ， 这 个 区 域 菊 可 以 用 一 个 祯 分 方程 来 
托 述 。 这 个 方法 的 讨论 要 联系 到 从 属 关系 与 正 实 部 焉 数 特别 是 解 
HEAR P. 

Pls} 1 cue (s < 1), Кере) > 0 
《 风 2.1 10), ЖЕНЕ REESE ДИНЕ. 

Ж С(гу (0 z < + о) EARE FRR GERE 
EI 
a) deG(o)&G(r) (8<о<т HO) 

GQ) Мп со Bj, КИЕУ (Tm. 14 节 ) 有 
Gta) > G(za), М r, — r o B, 
6G3-C, Щ rs 一 一 co Bj. 
АН ЕЖ fz， 0) (0<с< +оо) B D= (|) < U RAK 
GG) 并 使 得 
f(0, 7) = 0, FU) > 0, 

其 中 Guo SORT х О, CORR: 
I,e, T), (xor +e), 
记号 《" 表 从 属 关系 ， 因此 ат) = PO, т) ЕРА, 
医 车 不 然 ， 则 可 由 黎 曼 定理 的 唯一 性 部 分 推出 对 菇 个 = < 有 
cl 一 GG) 而 与 (1) 式 矛盾 ， 卡 氏 标定 理 《定理 1.8) 与 (2) 式 
ЖН aE 0 е +оо 连续 , НЩ r— ноо hf, ат) > 

十 0， 因 此 我 们 可 用 e= alr) 引进 新 参数 上 而 有 
ae 


Pm T) mese, (0 <; < Ао) 
#61 WEG), (O <+ < +оо) 是 从 (0) 到 o 的 一 
RÉSI 0&7. ШЕИ А Е, 
Ga) = CG), (0 <r< +0) 
MER (OD 300), 其 中 IO den EO ele), r <o < 
+оо, 


如 果 对 每 个 :e 10, +90), BUE 


G KaD om e'z + aD? sy (ls| < D 
Жр РИЙ H 
60] Ка) Кем), (@&з&г< ноо), 


ИЯК Hs, y ATERA cr РЕ: 
G) Ка, 0) = (GG, D, D, (rie +90), 
而 e. 在 |а| <1 РАНЕЕ 
Vets, 5,21 < lal. 
由 标准 式 (3) 我 们 有 
© 9,1, D m eee, ED) 
因 Р(0, 1) 0, ВЗК (е, з, 7) 由 (5) 式 唯一 确定 。 因 路 从 [5) 
式 推出 
(€ 9G. гт) — olea, г. D tarla 
(«зет < оо), 
REM o ЕКЕ {ЕЛАН БН Ж д; 
我 们 已 冬 君 到 ,对 每 个 满足 条 件 {1) 和 (2) 的 区 域 族 GG), 88 
可 以 与 一 个 类 威 纳 链 相 联系 。 反 过 来 ， 设 KG. 0 是 一 个 类 威 纺 
EEEX GG) = р, г), ДНЗ) 560 RA GG). B e 
HOL (З) e 8 s, MARWARE 6485] 


ы < ез], 
e < ы < е os 


ed o 
Ger disp 
. sdti 
red seghe 
于 是 车 n> + I] GG.) — G; 而 条 件 (2) 的 男 一 部 分 , 即 若 


DC 


ыз» + о 网 GG.) —> Оба), TOUS RB B Е 
卡 氏 核定 理 直 接 推出 
引 理 61 Ж }(е, г) 是 一 个 娄 感 纳 链 , 则 对 0 < < i << 
+e, 有 
OD He OF < 518.606), 
- Q — jely 
Gai < D, 
(0) lolz, u) — pls Di < ayare 
б<, 
证 RE ens A lol) ls) 而 知 
DRE CERNI 
a1) Кер UC 022) 
ED RUE E BR e хета, хш (2111) 式 有 
lez, 5,0] s (+ |z|)/G — |41), 于 是 由 (11) 式 推出 
le = ets e nist G — е). 


由 《8) 式 我 们 有 ED 260 一 12D7, 故 从 (5) 式 得 出 


ls) = 91 = М... Lo 
S lp) y ау — (z — e”), 
BREIT 《9) x. хаз <, wa le Gn à1« 


гр, TRSRRBOSEM SUB (10) x. 
我 们 的 下 一 个 定理 要 证 明 。 任 一 个 单 叶 函 玫 帮 能 够 谨 和 一 个 
关 咸 纳 链 中 。 为 此 。 先 证 明 类 号 纲 链 的 空间 是 紧 的 . 
引 理 6.2 ELLA sn ЕА 


We. 
证 由 引 理 61 推出 函数 jz。 NG = 1.2... EE (z, 0): 
+169. 


"EI -i, 0<: <=) 上 等 度 壕 续 ， 则 反复 应 用 阿尔 采 拉 -~ 


БТ CArzela-Ascoli) 定理 《Roysen，179 页 ) 知 , 存在 于 序列 
# (a, D 在 Ца, t<: ао) ARARA ЗЕ НАН 
Ех тата БОА RT En 
(з) ARREA (VD 定理 推出 。 从 而 概 限 函数 (e. D ED 
内 注 挟 (3) 式 且 亦 为 单 叶 ， 而且, 对 0 < < +o, 有 
[eC 
又 由 荣 民 尔 定理 存在 ms) 的 子 济 О) 使 得 феа, 0 & D 
РУВО СТВ бе, s 0) WE Грба, sU Ll 
TECHDSEHHBREEK FURRER GR йк 0С», z) DER 
di. 
© = Ka, 0). 

证 TITLE S ву E lel < 1 RAR 


由 一 条 解析 攻 当 基线 C。 界 成 的 区 域 C. 根据 车 当时 线 定理 ， 
C, 的 外 区 十 Н, 必 满足 OH. = с. VOR ERU gC) E 
Il >I RAR Н, 并 使 得 кбоу— о, жна dh R 
CAD m ler = e) G > 0 的 内 区 域 б.т), HB 
6,00) = G,, RAREN я, r9 0 М, б,(т)-ӘН,— 
C,, ЖЕЙК Go(r) (бейт < eo) WEO) 和 (2)， 其 相应 的 
ERABE fola, r) (r1, 2,7) BUE 6,0) 一 трлн), 
ЗН ЗЕЕ 6:2, ЮЖ ERR ERNE fnr) EROR. 
Ке, 07 = 0. 

现在 我 们 来 讨论 类 威 纳 理论 的 主 究 结果 ， 记 

rml, (Q BL. 
да [4 

定理 6.2 ER [6.0 S TERABSRONTNGS 

PERE: 


-170% 


D RR СО ЧЕ E lel <r 内 
s. 对 每 个 ВЕРЕ ЗЕЯ 
WARS $5 йт 
3) 1,01 EK, Cp] < r. c 280), 

O PERR Са, 0) ЯЕ 1а < 1 内 解析 ， 关于! 之 0 可 济 
EJ Rer, i) > 0 (sl < 1,0 re, 使 得 对 几乎 所 有 
йы, & 

Оз) Карч ө, 086. 2, Се < n > 0). 

特别 地 ,在 条 件 ЧО) 和 GO 下 即 可 断定 函数 Xe, 对 每 个 
120 Та D, ВЕР рё. 

ПОЗНЕ Я ARERR RE Ks) (s€ D AEH 
ЭРЧ ЕА е, Ж (14) 式 在 直观 上 是 显然 的 。 事实 上 ， 可 将 
《14) 式 表 为 
(15) асва, ) 一 argaf (z ,1)| 一 lrgpls, г)| < 了 


TARERE, E (iG. Dile] < + 的 边界 点 处 的 速度 向 量 
DEC 

XGR 6.2 的 证 明 (а) 设 Ке, ERAH NEGRA 
《13) 式 对 任何 ro < 1 RRK HIE 6.1 X81862 «єр, 
8 Ке, г) 关于 * ЕВ. 因而 Ке, ) ЛОР) FE. 
=p WO CE DLE ААТ —  HeRTOGER ER, 


ЖЖ ER E, а I DEED BARNI, D 
存在 。 于 是 由 (93 式 及 维 他 利 定 至 知 Ke, 0) 对 所 有 的 гєр 与 


&E PFE. 
由 (5) 式 ,我 们 写 
as iG.0—i(02.2., 007 —1 еі 


fea t=: £71 


x Kn —1G:9 н, p), 
1—0 
Rubr... Des 仍 由 (1 由 式 定义 。 БЇ БЈ 9805, 


6171. 


Ti, Ке, ОБРАВ —#Ж Ка, з) ,因而 (а, 0 (е, 0), 
司 时 由 (10) 式 有 prs) >r, BE rmn 
Kos) — fo, з, гу, D] 
a» 290,50 
[rn iio 0 — 1 0a FG 9. 


RRE, E DE 存在 ， 于 是 在 (1 人 ) 申 令 :> :， 则 很 据 (17) 
式 恒 知 ,对 于 某 个 属于 P 的 函数 POs) 有 
Jo, ғ) = ау (а, 0G, з), 

Bi Же, r) 与 (e, 2) 关于 2 В, 从 而 Ре, 关于 + 可 
м. 

HARA АСЕН, 先 要 证 明 下 面 的 定理 。 

КН HRAT 
TAMY ze D R 0, E225 ` 

dw 


Q8) 47 [HDI 


Je. gp 
Q9 i limeiplz, st), GED, 20) 


EZ. P Abd, Di 
CODE ulia POE жа 


QD Eandem eG DC CE л)» D, 
G€D), 


i-e n 


ЙЕ С.Э), 
“我们 把 (4) 式 与 (20 式 部 称 为 娄 威 纳 和 分 方程， 这 类 右 喘 为 
可 测 函 数 的 琢 分 方 各 的 一 般 至 论 即 保证 了 (18) 的 绝对 连续 叭 一 角 
的 局 部 车 在 考 { 俩 如 可 参看 Coddington-Levinson， 第 二 章 )。 至 二 
BRE 12,00) 内 爹 局 在 在 考 则 是 ( 非 线性 ) 方 各 (18) 的 一 个 特有 


а. 


DER. 我 们 用 通常 的 毕 卡 - 林 特 略 夫 (Picard-Liadelaf) 迭代 法 
给 出 一 个 证 明 : 

证 设 jd m r1, 2n 0. 我 们 定义 eG) m0 ҢА] 
[rs ж), PEDE X: 
GD sw) m seo |- s CD. oe |, 

(а= б,1„-), 

因 当 te D Ж Reelt, т) > 0 放 由 归纳 法 可 知 | wD| < > < 1, 
因此 按 (21) 定 义 的 ws(2 总 是 有 意义 的 。 由 当 Rea >0, Вер 20 
有 不 等 式 et—£et «las. WAR s > 1, HE 


loce) — ost) < fares) — Pec). ае 
3 f Mus) — w. G)lar, 


Suite 
其 中 我 们 用 到 关系 式 
G2) PED ден One D. 


ES 
— Es Eh, 
再 利用 16.001 «ғ, НІНЕ ЯЛЕ 


>G 一 
Vos) — es Dl «dex. 


Па ева), 

БАЕН n BRE ies RIT I| ra << 
Sit, RE QU A. BRRR #0) = p,n) WR 
lpn < 18) BÆT s e D MET, BE (21) 起 中 令 
noo, MR DUCERE RR 
з) sus || pes n e |, 
MT plera D 关于 г, оо) BERRE (18) R, Н 
ni) — pless) = z. 

AUR O 是 方程 (18) 的 另 一 个 清 足 eG) = z 的 绝对 连续 


+123, 


E. M То) < |”)! G>), ARDRE A 
G |£ eoo 
O COPD — vGYbGG), 231 
Kw — (01. 
因 еб) 一 G) = 0, BILE REOR SERRA w — о) = 
0, 

我 们 断定 
(25) ple, з, Г) = plell sT) r,i), (0 <  <r <, 
因为 两 端的 函数 都 满足 方程 (18) 且 对 :一 + 具有 相同 的 初始 值 
plz, s.v). 

WR z ёт в, MJ (ш) 一 plz', ss1) 是 方程 (18) BE 
G) = z 的 一 个 解 ， 这 时 el) — 0 (5) > 0， 则 由 (24) 式 知 
Жесе 有 |н) 一 wa > 0 因此 函数 plz, 1 人) EDA 
单 叶 。 又 由 (23) 式 有 
Q6) pless) 

= zap [| a рое 
CRT 5. ATHRHRZEERA 

x l 
(27) |Ф@,„ yi < ану“ 
如 果 jap г, 便 可 由 (22) 式 及 lols Сг 导出 


е, | < 2195 


0, (l< 1, < r). 


z rr 
Sum 
因此 (26) 式 表明 对 任 一 * < 1， 航 限 (19) 在 abr 内 一 致 地 
存在 , 则 由 (25) 式 推出 
Q8) Қа, ғ) lime'pla, s, 1) = Крео D. т), 

OK <r< e), 
从 而 (G, г) 是 娄 威 纳 链 ， 再 利用 (9) 与 (18) 式 , 则 可 由 (28) 式 对 


(aM 


сф 


D= Ke, т) + Ре, 0) ~ fp) ~ of lp, Cp, т), 


BU ус, ғ) 满足 (14) 式 。 
反之 , 设 Ka, D 是 一 个 娄 威 纳 链 ,p(z, D) 是 其 在 2 hila 
BBS. RUR pl, з, 7) 由 如 上 述 所 构造 的 方程 (18) WR, M 
AOR, Србе, c, D), 0) 关于 : 绝对 连续 ,并 且 由 (14? 式 有 
2-0, s, D), D) = Ko, 0) — pp DeC, г) = 0. 


HTC, з, 0, 0 = Kelas s, 0, 071, 3) TR onus) 
85st CS) se o ER (6) e Ж, RADEON. 再 
由 (28) 式 便 推出 (19) 式 . 

现在 来 完成 定理 6.2 的 证 明 . 

(O ERR f(z, 1) 满足 象 件 G) 和 (0). 我 们 按照 定理 
63 构造 函数 eG. 0. 对 1s| mn, DEOS) 式 我 们 得 
到 


Кт 5.0 


= rO, n% fp, ps гу m 0; 


其 中 我 们 已 用 (13) 式 及 维 他 利 定理 证 明了 f(x, 4) 在 :的 每 个 有 
界 区 闻 中 一 致 存在 。 由 于 Ке, (wy yo 0.0 RT ВН. 
VCx iu 5) 号 z， 我 们 可 断定 对 |z| < r+ ORRE, 
此 外 ,由 (13) 式 并 应 用 薛 礼 尔 索引 理 推出 
еа, t) | < (K, + 0, Cin] < r). 
故 由 (27) 式 就 有 ` 
Ка, s) — plan ss 0] m ее Сф. 0) — ol 
=< (K, + 1979 eG. D] < Rent, 
从 而 当 |2) < ra ерк, ғ, 0 >is) G — оо). 于 是 ,对 
в € D, WERNA (19) 式 来 定义 fe, s)， 则 由 定理 6.5 恒 知 
Kes) ERRAR. 
HUI 


PCT In UEBER IE ‚Т 6.1 83 HER Bot e НТ] S ЕНӘ. 
纳 链 ,相应 的 


"EET 
GD 2 EROE, (арса, >, 


其 中 kG) 连续 三 满足 IRO — 1 (@Ж# Lowner 1923; Golasin 
第 三 章 ; Hima ЖАЙ), SIX RAE: {КЕЗЕГИ Ms q A 
МЕ ООЖ). BDGBG RU К Pism UT. 
这 是 方便 的 ,因为 有 (29) PERAMI 5 CL 4) CEU RE RD 
XS 我 们 将 只 需要 它 的 一 般 形 式 。 在 贝克 尔 的 文章 中 还 讨论 了 
(14) 的 一 般 解 (Becker 1974), 


向 я 


1 设 165 ОВТ ЫА оо ВЕЛ АЯР 
Ji. VEH (э) 可 以 嵌 人 于 无穷 多 个 不 志 的 类 减 纳 链 中 
2. 设 6, HON HE 
FOR Ue n?» — (QR 


ex, (rex o0) 

ERRAR. 

з Рез PM eDim 00) ect OBAE E a, 0) = Ка) 
ЖАНЕТ >r 有 Ke, = es, AZIR. 

+4. 设 国 数 1& 5 具有 实 系 数 。 UU НЕЗ: ЖЮ ЮЕШ 70,1) 
е (=, 0) = 702), ILU ИШЛЕНИ к=, 9 亦 其 有 实 系 数 。 

SR res, гез ВОКАН IG. 0 和 аба, 0), PA OD 一 
0050,0, (0), Дк: fes, AOS = шз) Н со 
H adr} (С. 5. Godman 1869), 

Ыра Bere 有 ае, 0-2), (0020. BOE еба, 0) = rs), 
Kx, 0) = (аў (2)(а 为 实数 ) 旧 (5,0) = Ж»), TRE: 

iO Lo 
eem [5e] n [22] <° 

(Robertson 1961; Brickman 1971). 
62 应 用 于 估计 问题 

L B 56 BLEU ki TR DICAT (6.1.14) 来 研究 系数 问题 - 


ame 


rp um 


根据 定理 6.1 ,可 将 每 个 函数 
а) Ka) 一 Dares 


Bi 1G) = iC, 9) ВА ЗЕЕ 


Q) f, e) = Sia Gu, Ual < 1, 0 <o) 


= 
中 ， 其 中 o. AHERE а) 一 G: 2 0); a.(0) 一 =, 
(а = 1,2,---), ШЕ 62,3 JLE BUR (20, 有 


(3) £ Ка, г) m ара, DPE), G€ D), 
其 中 
O) P(z )=1 ese, 


E 
WR ERES ЖЕСЕ RPH TEJ > 0, 


22 


€) 200 — P vae Дк) na, m 1,2, 


因此 , 设 0 <, < 一 co。 则 对 一 2,3,- A 


CETS 


(6) [2i сна — УХ ‚|, “a, (De абдан, 


因 e7'f(s, 065, Жин (2) ЗАНЕ v, ctu) 在 0 < 
бсо 内 有 界 。 于 是 在 (6) 式 中 令 = 一 oo 便 得 到 


[o eG) m 5) do 
(в 2, 3,555, 450), 

特别 对 — 2 有 

(8) as) —e [дё G> 0), 


由 于 p(xs 0€ 2, ЖЕЕ 2.3 知 12001 < 3。 于 是 我 们 又 得 


到 
lal = 14001 < 2. 


ams 


下 面 叙 述 迷 成 纳 [1923) 以 及 非 开 特 和 宁 格 (1933) 的 一 个 更 为 
深刻 的 结果 (比较 44 节 推论 4.8): 

定理 64 者 JES, 0<4<1, йй 

2 24 

0) las 8] < 1 + 2-22), 
TRNTSAISSEERUL. PUF lal «3. 

证 (a) 先导 出 关于 22 中 国 数 PG) = 1 + ca e 的 一 
ЛУАН, ШЖ 

1 _ 

корасан 
对 |z| < 1 WE lel < 1. d IpO < 1 — |Ф(0)]° 
CAhlfors 136 页 ) 即 得 


ao) |ре-+4 <1 > Hal, 
上 式 左 端 取 负 实 部 即 可 推出 


UD 2 二 Rea Bieb ++ ар (кесу, 
(b) 在 (7) 式 中 取 9 = 3, í = 0, 再 由 (8) 式 得 到 
aD а= енеда +2 RUN = ско) (әй 
- мон + [É боёй]. 
放 由 (8) 式 算出 
азу Ren й ~ — еа) й 


+аз XE ¿“Reo (D) аў 


-ü- DUELO D 
ЩЖ eU ICs) — z + age + ase" 十 .… 仍 属 干 S, 我们 
总 可 假定 m 一 i420, 4 uG)— Rea), WEGOSX5OD 
式 便 得 
+s. 


om d pra 


aa) m maa « [rea uP 


+(1 一 xp ur) a). 


用 薛 瓦 尔 兹 不 等 式 估计 第 二 个 积分 , 知 对 于 每 个 正 连 续 函 数 v0 
我 们 有 


0»  a—àad«i N ru Gy [^ + a=], 


b m F v()dt, 
如 果 在 某 个 起 始 区 间 [0, v] 上 的 积分 为 零 ， 我 们 便 得 出 最 好 的 
估计 。 因 此 ,选取 
(1 — 4), Щщ 0515 т, 


a9 "一 la — bett, Що теі о, 


Наз) p НЕХ, Н 
b= (1 AXI + r), 


acne tM 再 由 MO = [Rea COT <2, MUDRE 
得 到 
б<] а, 1+4 p ST + ea ml 2e, 


(с) 最 后 证 明 等 号 成 立 是 可 能 的 。 k 0 和 “<< 一 一 上 ， 


1-1 
定义 ен HT, (0:60), 
KD mue -VI a, (c< < r), 
m (z <: < со), 
A 
(17) Plzs e) = LERO _ 1 4 uos 2RGYs dns, 


I — kl)z 


根据 定理 63 存在 一 个 相应 的 数 威 纳 链 (о, 0; 若 定义 JG) = 
Ka,0) Rl f€ S， 并 且 从 (13) 式 经 简短 计算 后 得 到 


+. 


Rela, — 3а] = 1 + 227 


一 4 一 э Ме” 一 上 而 一 гае), 
适当 选取 a 可 使 得 最 后 括号 取 零 值 , 从 而 有 
Rela — 1] == 1 + 2e7*, 
且 由 (9) 式 知 Imla 一 М] BAR. 
эйел RICO азр, M 
(18) le, <$ tetas, 


Жаз Ши. 

这 一 结果 (Fekete and Szegü 1933) WIH, HTAA й, 
与 比 伯 巴赫 猜想 类 位 的 猜想 Ls] < 1 并 不 成 立 ， 我 们 已 经 证 明 
jal 1【《 定 理 1.5)， 并 且 对 一 切 ” 有 |а.) < 117 (3.5 节 定理 
3.12)， 

证 由 于 Ke) ERAR, MER 

Ге) 一 KW z Y = z + 24s + (2а + ай}! + 

EDAM RUE GREIA 12 中 证 明 过 )， 因 此 由 定理 64 取 


-l 
+ 一 地 便 有 


ты = |20,4 аф - È Gay | «120. 
жашы =F) 成 立 , 其 中 pG) 是 定理 64 中 取 
4 一 DELE 88, 

#% 62 着 a(5》 ЖУРЮ, M 
(9) X <+ + ct =s 0,5025, 
TS TUR. 


不 过 我 们 在 14 节 曾 用 格拉 贝 定 ~ 谢 菲 尔 不 等 式 证 明 这 一 结论 
于 习 中 所 有 函数 皆 成 立 。 (Garabedian and Schiffer 1955b), 


зө, 


A 


证 Aa) ARER, [їп 806) © 0, (141 >1), шй 
数 


а 
=) 一 (65) 一 上 一 25 十 (一 22 + 32 +... 
x 
局 于 5， 在 定理 64 中 取 1 一 + 时 就 有 
шы = | 725 взр — (һу | «1 ®е=, 


并 且 等 号 显然 能 够 成 立 。 

和 2 现在 我 们 应 用 非 线 性 党 微分 方程 (6.1.20) 来 导出 格 隆 斯 东 
(1932) 和 格 软 茨 斯 《Grstzsch 1933) 的 一 个 关于 函数 增长 的 个 
计 , 这 一 估计 式 我 们 已 在 3.2 节 中 由 戈 备 辛 不 等 式 推 得 。 

定理 65 X ns 则 


logz 


wit, depen. 


А 


сю I 
BHF 0<c < 2z, жє D, РЕАКТ € s 使 得 


og [n EE] ье 
QD s [mf "e DJe vp HAL, 


证 G) 报 据 定理 6.1, 可 将 JO) IRA — E BRA BET E 
由 定 再 6.3 Al: 
(22) IG) 一 jime'g(s, 0), 
pCa, i) = plas 0,1), 
仍 以 加 点 表示 5. Ө? 则 由 (6.1.20) 式 知 ,对 几乎 一 切 + 守 0 有 
Q3) (z, = gln Pp) (I| x0, 
因此 有 
(29) Ë |б, DI = 118 Ê = — pl Reo, г) < 0. 
b ? 


Ж Q3) 中 关于 e 微分, 并 且 由 引 理 6.1 及 维 他 利 定理 可 证 朋 这 微 
分 顺序 可 以 交换 , 即 知 对 几乎 一 切 :之 0 有 


* 189 


(25) Èran- i3 9 


= eles DO 2) + pP' (0, 0]. 
由 (25) 及 (23) 式 我 们 得 到 


(ө) fir oe po (|< D, 


ШЕР c 部 可 表 为 РО) 一 HE36 Rie 


1, RR IP GE Lr (Айта 136 页 ), 因 此 知 


Izle 
= GP t= lz] 
_ 2Rep(e) 
1—]z|'' 
于 是 从 (20) 式 与 (26) 式 便 得 
EGD) | op 
[Ж 2 In ФР (р, ds 
елш 02 
- 2 8 
一 下 
HU E 
ьт 7 1-1 
其 中 我 们 还 用 到 (24) RUR pl, 0) = z NH 上 一 оо 时 
pe) 0. 
(b) # 0<а< 25, s€ D. 则 对 每 个 了 ED， 存在 唯一 的 
с et), lc = 1 使 得 


07) \ б) <— 


È \м 
(з) (e pg) ая, 
如 同 定理 63 的 证 明 , 我 们 知 微分 方程 
029) {5-14 G= Í GD) 


(82 


在 O<: <= 内 有 唯一 的 一 个 解 满足 C00) 一 so。 

接 (17) 式 定义 Pau). Eh KO — eG). 再 比较 (29) 
式 与 (23) 式 知 qo 2 — ED， 于 是 由 (26)。(28) 及 (29) 式 ,我 
ne 

log sf to 4) — 245 
qo, t) та -RY 
< 2071] ___2е0_ OM] 
п гр аг" 
RIER н QUOD RS н, 
作为 第 一 个 应 用 ,由 C20) 式 取 实 部 便 得 


1— 'z| б) L+ |z 
Ira eo 0652. 


ЖЕЛ OE Eb TERES. АФТА ДЕЕ 
FE (20) ння 
sp KÈ X g кш, Cisl < D. 


HR a= t > ОПТИ, HPA z E D (зб) тур. 


ERES 
HAGOR FULTSI D ie 5 af RECS BORSA 1 e 5 
使 得 Са) 在 das] < т РОКА т, 
推论 3 5 类 的 异形 半径 六 


(30) 


i 
(ы) r= anh es I s 0.656. 
£ od 


证 因 oL = T, db GOR RON te s, 
Ret 9 ens 
而 如 果 1s| > ль 则 Res fea IURA. FEAL еа 
25 即 推出 这 一 靖 论 。 也 可 参看 下 节 的 志 理 5.6、 
. 18l- 


dido some КИИ b B: ШГЕК Pu Е 第 四 
Ж) ОБОВ) ЕТУ S. Ойл) HR 
到 。 


m = 


1. 设 f € s ЮНИ. WREDA Секое and Sasgb. 
193141882 2-3 Э з) 


1 +2 еу{-_Ж=—1) 
lwl EL + Son ( FEX ) 


2. 证 明 : 对 每 个 育 数 822, 


H 4 Же + эў] 2 
max Jós E 
"rl l23rr*€313 el 7-1 J^ 41 


EREE 5.5). 
3. 试 从 定理 6.5 LRL Ho e Sh 
pejs РГ, (<s 


或 利 月 娄 威 纳 方法 直接 证 明之 《Grantky 1932). 
4- 设 了 < 5 满足 pee li <i， 试 利用 5.1 节 问题 3 证 明 : 
"E: E — ==, Ж отел, 
1-e—det +", PR dr. . 
Eh ogo xi Н ez = c* {Ташый 1953). 
5. 设 f) 在 [s] «1 内 单 叶 且 (6) 0, [/G0| «1. ЙЕ 
ДЫ аак) _ 


1—]% 


m 


63 应 用 于 单 叶 狂 判别 
现在 我 们 在 相反 的 方向 上 应 用 定理 6.2, 即 作为 对 单 计 性 的 一 
RAR: Ж JC) 满足 条 件 G) 和 Gi), W Ка) = КЕ, 0) Ж 
DD 内 单 时 . 
duR Гб) ЕРА, Hx 5 < = <> 有 
A) etf(D) r > 0m нехр(—те-*ує Кр), 
MRI К») еа,  KULPPHOURS 对 于 每 一 


EE 


点 ， 像 咸 也 包含 过 该 点 的 一 条 对 数 曝 线 ， 星 形 函 数 是 一 0 时 的 
特殊 情形 。 

下 面 我 们 给 出 这 种 淫 数 的 一 个 解析 特征 (Spatek 1933; Robe- 
ron 1961): 

wass р bud fo 一 :十 … 为 型 螺旋 形 函 


(2) Re Ze] >0, (11), 


证 ik a= taa, 定义 

《3) fs, D) = е ea) а, 
(lj < 1, 220), 
则 定理 6.2 的 条 件 〈i) 满足 ， 由 于 
ке, = iat (ia) Ay. 

因此 定理 6.2 的 条 件 《ii) 与 这 里 的 (27 式 等 价 ， 从 而 知 ,(2) 式 清 
RR BARON. Ка, 0) 为 类 威 纳 链 。 这 时 f(x) = Ка, 0) 在 DD 内 
单 叶 且 


. Fo) Кам) еза), (29, 
ИЗМЕ), 2, ЖО. MUGJLWEAEX—A 2 
威 纳 链 . 

下 面 这 个 有 用 的 羯 别 方法 别 具 风 格 (Duren, Shapiro and 
Shidds 1966; Becker 1972), 
定理 6.7 dE Ко 在 口内 解析 ,70) =, 如果 


са) <1 @=1<1), 


MJ f(x) оар, El. WR 109 在 PD 内 单 叶 ， 则 


— de KO 
6) 人 1 一 |z| [Z 


证 不 妨 设 Ka) s. $ 


» (lzl «1. 


*185+ 


(s) Ка, 0) == Кете) + (e оа 2), 
QED, 12:9), 
айне HAH (0) Жа. x 
Jo, = арен) 一代 一 car 
Ms) аре) + GQ ойр (еа), С 
Ф ау) = Xen. AORERE 
ICH aA -( cede» 
o female | 


<1. 


< 1— z" 
1 — sls 
因而 Res, г) > 9， 风 根据 定理 6.2 知 Maa) BERAR. 特 
别 是 有 РО) — (е, 0) 在 也 内 单 时 。 相 反方 向 的 结果 (30 式 可 立 
即 从 1.2 节 引 理 1.3 TA 
我 们 由 函数 c" > z) ED RIPETA, C) ЖӨЕ 


ERARD S, 即 知 (4) x ааа EAT 


Мз» 121 的 数 . 


ATER RIETEN RUHA AE (Beker 1973): 
ае 
па d 
@ рео | 6 


则 gC) 在 和 内 单 时 。 
证 Rib 4— 0. ЖИБИ 
(@ — Ke, абе) — C — 7st (ela) 
= e'z[1 42553 be s+ 
一 cfz ++, 
ЖЕЙУ > 0 及 所 有 + >а 在 lel < ro RAI AE 
是 C6.1.13) 式 ,因而 条 件 《i) 成 立 。 至 于 条 件 Gi) WINO X 


NUI 


"o 9) <1 «р> 1), 


得 出 ; 因 对 于 j| <1 Ж :之 0， 由 (6.1.14) 式 确定 的 p(x, г) 满 
足 


0651) — ару | us EG 
ао Каа т-р See 


8—1 
|15721 
因此 Аер(е, 1) > 0; 从 而 便 可 推出 200) = 1671, 0 ENL S 1 
内 单 叶 。 
下 面 我 们 将 定理 6. 7 ATAARE 5.43), 


«1, 


йш 


an кә E ans” OD, 
使 得 
a2) МО) < $() (0 < =< co), 


limsups,as, ==, 
其 中 Мв) 是 指标 s, < z 的 个 数 . 
证 设 14145, р, а 为 充分 大 的 整数 。 БЕ 


列 G) WE 

as file. RI) m 2 1. 
ту 

我 们 考 起 由 

аз) по orbe (lzl<D 

定义 的 函数 O, A 1z| m r < 1， 我 们 求 得 

LOREMS 
a» * Fl EE rm 


age 


— Y ay ^ 


<i = r= к< 
wanurapun 


н Xem E шн 


а=» БЕП КЕП tai 
E {> E G — mmn. 
利用 人 一 zz < ze < = < x) EFE VERE ROLE, 
MAHONDA е BUR Е AD. E32 ORAE RA SURE 
x [= +a (5 tat <) r= 


4 1 6 
<(5t r= ra 
于 是 由 (45) 式 得 出 


аю a- F|] Ze (Pl). 


因 4 < >, KIER р, 4 和 <1, 
MEEA 6.7 др O EDARI, 100 的 有 界 狂 可 由 积分 


(оен. 
由 (14) 式 我 们 得 到 


GORR OLT 1H ( Gees + (уз ) 


一 > na, En. 


ЖН m 对 某 个 大 一 142，… 具 有 如 下 形式 : 

a, dpa b dm Gur a m s P) 
因此 就 有 
{18) Мк) < (p + 1), Ща <= ы, 


RFA xz 一 上 co Hj 由 [xz) 一 十 co。 故 这 可 找到 一 个 迅速 赠 曾 的 
序列 Сив) (849 (13) 式 成 立 , H 人 十 D m (mo (k= 1, 
2,50. 于 是 当 x cms NOD SD < фб), Pom sa 
mao (1,2, 7) 时 ,由 (18) 式 有 
NG) <q (ж) < Ф039), 

这 就 证 明了 ([2) 式 的 第 一 个 结论 。 此 外 , 由 (17) 式 , 当 a= lt 
1 
推出 (C12) 起 的 第 二 个 结论 ， : 


m A 


1-33 102) EDRR, K0) = 0, FC) 关 0. 证 明 : Жз) 在 D 内 单 
VOSLDURTEEERSE Me) 在 107) 内 解析 且 使 得 


NEXO! . 
E 8-р Gen) 


(Brikman 1973), 
2. 设 кб) EHE. К» 在 D 内 解析 县 Rer) а, {ДЕЙ 


Ko- (f. xy Gea }гйк Coa, em 


EDARPAH (Bazilevi2 1955; Pommerenke 1965b), 

3.48 Ka) @ D ARRE Ро) о. MEB: 加 果 对 基 个 Je < 1, 
5-1, 有 
LE. +a |: Ouen, 
Mi кх) рашт (TAARN нез) + Ü + Ке ен (сз) 
并 标准 化 ; Ahorn (976 Becker 1974), 

элаз esi o 一 人 Gas Ag BENE s. 
并 证 明 106 READS EE IE 1/3 AAR (Dares, Shapiro end Shields 1968 
Becker 1972, Roysee 1965), 

5. 试 证 明 : FEY ré X, АВОИ ЛЕЕ “> 0 Щи 

Be, 《2 DOC Aao) 
(Club 1959b [ik 355.5). 


а Ше 


6180. 


54 二 阶 线性 微分 方程 


3558 01949) REC BUB НТ ritti — KE, MEA 
于 我 们 在 前 三 节 所 讨论 的 类 威 纳 理论 

LAORE Н Мт. ЗЬ 
(D s (m) + aC) m (z) + b(z)e (z) = 0 
EDAWN. WREE ERRED aR ЖН — 
个 零点 - 


заана 
o ws) = eo (coat co 
BIRER 。 
Q D + |р Le — 二 < 中 的 -0, 
ЛЕНЧЕ ЗЕЕ, 

引 型 63 Xf) жойи, EX 

= 2 -1( r 

© «б=т у (5). 
则 JG) ED ЕЕ) 
(5) «ку + абда) =@ Cal «D 
рр. 


注意 表达 式 n0) ВИС 0700, h GEDA 
АЧ TG ЖЕР АЗТАН, JGO рв 
BG) == 0. ЕЕ SEES ОАЗЕ, 


证 微分 方程 


E) = 
(6) uz) 一 ау а (a) = 0 


AER иа) 一 al G) + 6, ТЕЧЕ НД JG) 
AH, REC), OD EUAICORUBUE St (5. 

那 哈 利 〔1949?。1954。 亦 可 参看 Boack 1956) 推 得 下 面 这 
个 单 叶 姓 判别 法 : 


Ы 


定理 6.10 ЭЧАН Р) Ж—1<=<1Ж ЕН( И 


0 "D кд 9 CIS 
ЖЛ а > 9。 dg арав аррар 
E o aue iut ais) 有 
(80. leto Lil) (тер), 
A JG) 在 D 肉 单 时 . 

证 根据 引 湿 3， 我 们 必须 证 明 微 分 方程 (5) 在 DD 内 为 非 共 
二 、 设 结论 不 对 , 即 存在 一 个 解 mG, 对 于 к, а x (m, ЕР) 
*oe(n) m e) 一 0， 不 怒 设 过 n, n 与 BD GEGEBEN C 
ЫР, ROO PV. EX 


ñ _ š + ih 
(9) т) Zm? GED), 


函数 vR алав, 经 变换 {2) 后 它 化 汐 
Q0) ә" HE) = 0, E) е РАСО), 
EK € = рК), 这 个 微分 方程 有 一 个 解 具有 两 个 实 避 点 ,而 且 H 
(зд, 一 ! <š < 18 

ауан = lG — (P lateat 

=G — lectae» 

x PAPE. 
FEOREUGIESHNESEL ILLI TT PON R E 
KIED = КЕ) 便 推出 : 

G Рум < 0 РР) CA <: «D, 
FERMES (Sum) Lors SU ju ТИЗМЕНИН ЭРЈЯ, 


而 ， 
эп, 


Зр идеб EL uy p 
GD зыри) c | wr] 


a 
一 Витр wet lel e Sep 28 Rev’ 
" 


> (р-р +! - 6,1, 
BES 41, A о) 一 ln) — 0, ж, 积分 
《11) 式 便 得 


s> (7 p — врие P 
而 因 ? 一 Reg 0, How 


4 v(a) М ra) = 
pore Tu "OE 号 "9)= ° 

因此 ° = cu, с 一 cona 闪 0。 这 是 不 正确 的 ， 因 为 аб) > 0, 

vz) — 9. 


推论 64 uo коля, e СЮЗЕ У, UR 


(2) atl < 21 ру (aç b), 
200 яра. RI. fro ооф 
(13) м1 Tu Cs€ D), 
ир їз 3 ЕШШ. 


证 G) 微分 方程 
a") +(1— 307860 70, C-1<z<1) 


BER eG) 一 V1 一 ,因此 根据 定理 610 Rh (12) 式 得 出 
100 UE 


m=- (i) >ш 


EDER ORAE 1, 因 对 应 的 
49 = а cue 


асыру 


(1925 


故 知 (12) 式 中 因子 1 是 最 佳 的 。 

(b) EF (13) 式 ,我 们 在 《3.2.14) 式 中 已 证 明 它 对 所 有 上 监 
MERARI. атаа BEAR (1.2.10) 式 ,并 到 用 
le 一 中 | «1 《定理 15) 来 证 明 ， 并 且 对 于 寇 就 耳 数 等 号 成 立 。 

вез qp ЕРИТШ 
ao Gi «ie (ер), 
M 100 Je. PET нЕ. 

证 “微分 方程 + а-о яш ө} = ше > n 
(一 1 之 z 1), 所 以 根据 定理 6.16 就 可 由 (14) 式 推出 fa) 在 
DEAE, MARR ¿(L > а) йг лї gG) 一 一 十 如 从 


псу EET жен, 

这 方 而 的 更 进一步 的 结果 ， 可 参看 项 尔 (Hilo) 关 二 微分 方 
程 的 书 第 十 一 章 以 及 诸如 Nehari 1967; Priedand and, Nehari 
1970; Bers 1972 (277 页 )3Hayman 1973; Herold 1974, 

fa B 


1. 证 明 ; 着 对 xen. 14001 sue AI) 单 时 CPokorayi 


1951). 

218 (00) 在 总 内 解析 量 1700] < 2/2 А) |. 证 明 000) E DA 
аж. 
э | |4(*)|40< +, 证 路 (=) 在 D 内 单 叶 (D. London 1942), 

AHERE 6:2 FAR 

[OPES soker) 十 《er — etu (etr) 
以 证 月 准 论 5.4, 其 中 #0), C) Ж (5) 的 两 个 适当 的 无 关 腔 (Ahltem 
1963; Becker 1872). 
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第 七 章 航 值 问题 与 变 分 


我 们 来 研究 在 s 类 (或 某 个 其 它 单 叶 函 数 关 ) 上 淘 定 的 一 个 实 
值 泛 函 的 最 大 信 问 题 。 变 分 方法 的 四 想 是 ， 作 出 极 全 机 数 了 在 3 
内 的 微小 变 分 为 。 因 为 这 一 变 分 不 会 俩 所 给 泛 卫 的 值 增加 。 记 以 
促 得 到 极 秆 函数 所 满足 的 一 个 关系 式 ， 

RIUS RX 585323, ЗРНО ЗЕР ERRE 
КЕ PEL 
[o] l'GYPfG) PGE) 一 r9), 
DX ЗЕТА В TF ES BS E k bq BL 
《也 可 参看 Schaeffer and Spencer), ХУЙ S BAR КЕЛТ 
eC) CHORUS ВНА ЖЕШ. 

REDHAESHETSEL, Ж— W ВНЕ ДООЛЫЙҢЕТ—® 
不 同 的 研究 手段 . 


7.] 和 梓 忆 问题 与 极端 点 


设 .se Ey EX R GCC 内 所 有 解析 函数 的 复线 性 空 
章 , 具 有 局 孝 一 致 收 伍 拓扑 , 设 Ф 是 在 .ez 的 某 个 王 空间 《不 
AREE) Es CROSS REGES, RIER fe .多 是 关于 ORF 的 
BERK, MEEBO gE ”有 
а) Ф > Ф[г}. 
如 果 F EÉXB.SRBEOoicse Ба. БКНЫН 
ER. 

车 对 于 h h€ F 5 0161,8 АН tO be r, 
就 有 
G) h+ O H] SGI + G — Dhl 
则 称 多 LOZE D да уу), KREE RRNA, PLE 


DLL 


о) о Ç 固定 ) 则 是 非 线性 凸 泛 消 的 一 个 例子 。 

对 于 某 个 f 多 ， 若 不 存在 不 同 的 溉 数 f, hen 及 0 < 
4 < 1。 使 得 
G) ` f= f + (1— DE 
则 称 了 是 Sr MO MENMUS. 这 一 定义 不 涉及 低 何 特定 的 泛 函 。 
极端 点 概念 的 重要 性 是 通过 束 莱 图 - PE (Кена Маап) 定理 
表现 出 来 的 、 这 里 只 对 我 们 所 需要 的 特殊 情形 证 朋 这 个 定理 ; 我 
们 的 证 明 中 没有 用 到 不 可 数 选择 公理 . 

定理 7.I ER Erm 设 FTO ЕЕЕ, ж 


e au 一 їз. 

证 使 (4) 式 成 立 的 函数 fe .多 ”所 组 成 的 子 空间 说。 非 空 。 
并 且 仍 然 是 紧 的 ，. 儿 ,的 每 个 极端 点 必定 也 是 多 的 报端 点 ; Ж 
实 上 ,车 f€ 名。 可 表示 成 (3) 式 的 形式 ， 态 , h€ F, WEDA 
和 (4) 式 ， 

PU] < 2@[A] + (1 — 20005] 
KWH + (а — Det = ФЛ, 

WW PA] = Ф121 一 Ф171, 因而 h, he Su. 

因此 我 们 只 需要 证 明 紧 空间 ӨС 有 一 个 极端 点 。 设 
D, &—1ЧЁзхе[й#:. D.cG, ДЇ ЖУБЫ 


(5) тїгї = |f, 140040 (єз) 


必定 有 一 个 极 值 函 数 Fe 多 ,我 们 证 明 这 个 函数 地 就 是 Sr, 的 
一 个 极端 点 ， 设 (3) 式 成 立 ， К, h€ Sr 则 因 了 是 极 值 函数 而 有 
WU] + 10 — XXE, — h] 


= f|, (nt e a Dhl e3— DIA — воо 
-jl Сал + A 一 29151229 


= tl + АЫ < sln, 
因此 wif, hl = 人， 故 由 (5 式 及 恒 等 定 至 推出 Л = b. 


+1935, 


"T Dil < 1) 内 标准 化 单 叶 函 数 的 空间 5 是 紧 的 ( 定 
3B LT), КЛА КАЖ (Brickman 1970) META SE 
极端 点 是 有 用 处 的 ， 

定理 7.2 Жз Иш. 则 OND) йй 的 -条 

TARARE ЖЛЕ НЕ, MESH 至 少 有 一 
个 极 信和 孙 数 的 象 域 具有 这 一 形式 。 

证 REFERERA a beO) |а| = jòl RAR 


(в) м = 700) 0 00) мав ean 
EDRR Я 


= (оу = — EE LL osf 2 aga — ав) 
c= #00 E (бав 3 gb). 
因而 一 1 之 + <1, TEREK 


бу Һа Оксу) th xs abl ma ++ 
在 DD 为 解析 ,可 验证 Са 22 ]-(а), 并且 有 


(th -La-ore, 


o«l (zo < 1， 经 简单 计算 得 到 
ite 
2 


Ke) ~ FG) [Va + п | кь. 


AF Hz》 单 叶 币 推出 Ao a KEON ES Bd 
TORA f 3 S ИРОН АЁ КОНЕ. 

于 是 юк» Iw| 是 САКО) БЕЖЕН. PAREX 
ЭЧЕ ЖОШ BIR (Eq Сур) 杂 此 7, 因 而 是 罚 的 半 直 线 。 这 就 推 知 
CNKD) 是 一 条 伸 向 оо R35 5 BL, 

给 出 极 疝 点 的 其 它 有 元 应 用 的 有 诸如 T. Н. MacGregor 1972 
和 Brannan, Clunie end Kirwan 1]973、 另 一 方 曾 。 正 如 施 普 林 格 
(Springer 1955) ЕН, ОК, ЖЕП X, (定理 1.7) 的 
级 端点 又 太 多 了 ,以 至 于 没有 性 么 用 处 ， 


r 1968 


#171 我 们 证 明 每 个 满足 агсаЁ — arca[CNe(A)] = 0 的 
BR re Z, 都 是 х, 的 极端 点 。 假定 8 = 18 + (1—1) 
(0< < 1), t n € 2. Шабай b, Ы 满足 

=; + (I — abi G-12.-). 效 由 面积 定理 《7.2 节 ) 
有 
> ДЛЕТА Oc dla 


peri 


— Ці 215 — 51» 
i4 -2-—4A1—2 вк — EP AL 


TR areafCNe(A)] = 0， 则 左 端 的 和 为 1， 从 而 推出 如 一 5; 
(т —1,2,--.), Kn En 


[5] Е 

1. 试 证 工 没 有 极端 点 

>, 试 午 用 定理 z. 13 证 明 5 中 具有 实 系数 的 函数 的 子 类 只 具有 红 下 形式 
的 极端 点 

(10 205080 + еу" (0 9 2х) 

(Brikman, MacGreger амі Wilken 1971), 

ЗЛЕ нА, EL 1 =. WERA àG0/8 00. 是 5 МИНИ 
LU 


12 变 分 

LU a4 表示 D 内 解析 阔 数 的 空间 。 给 定点 rs = l, 
2 m), 0< (аи < LARER 201 (B m — 0, 是 指 
没有 这 样 的 点 )。 再 设 LIBE 
(1) nl +i, +. v 1. 
对 于 .er 中 的 函数 a) 一 oo 十 oiz + +, КПБА 
E 
оу a m 205-66 + D, МС) 

(o0, h l; eml m 


EU 


的 复 。 维 向 最 o(D („<= 0 HERE v) НТН А). Ж 
8 类 中 ,由 于 作 了 才 准 化 ,这 时 系数 起 省 特殊 的 作用 。 因 类 85 RUE 
的 , 故 集合 
Ve {озге SICC® 
AGER. 
设 XGo) EE V VERILDLDDLETT ET 
XS LESISRON 
G) ФЕП — KOY = XC s nuns 
Kabon F7, 9. 
AERE 0512 BRI PR HE GER HEATS v ЭБ Ф IE 
数 、X 的 第 分 由 下 式 给 出 ; 
G) — K= RAX Хх. ($5, 21) 


由 于 以 人 2) 为 分 量 的 向 量 函数 o 线性 , 故 由 《3) 式 和 {4) 式 推 
出 ,对 于 f€ S 与 46 .or 有 
(5) ФІ Ал] = 9L + 3RSAE В] *+ o( — 0), 
其 中 
6) AL; 8] = 2X Qe MA), 
对 国定 的 fé S, ДБ 是 .er LE CAMEERISIB, ROKA 
DORIA Ж AG) — co 十 cu +, ДЕО) TN 
LET 


О) АБ] = 名 тыскы 
а 
E 21 Уна). 
= 
我 们 约定 AU | 一 ADS M1. WEARER Aia ER 


Alf; Вб], 

例 72 E gQ,—l1,.m—l.n—2. 因为 对 于 fe5 有 
f(m)9e0U, WER Хол, a wj = Rem + |а| 在 区 的 某 个 
БЕРЧ ОП. ZA 


* 198. 


PEF] 一 Хер) 一 Rea, + $fe) 
的 度数 是 3, 其 复 寻 数 为 
АБА] = e + РСР (aO y G2. 
BEL EHE lal + IC) АВНЕ, 因为 
РЕЗУС a — € КЖЕ И, 
# hes (0<1< hl) ФЕ 


& — Ы = ag, c u ht F2 


Dp BREE, MRAR h 为 了 在 s 内 的 一 个 变 分 - 
及 《及 式 与 (6) 式 扒 知 "对 于 Р 8936238 AER 


e 2-01. = вед: ll. 


S71 оок Бн. 3 fe 5 вов 
йк, h 是 了 在 3 内 的 变 分 ， 则 
ae) ке; k] < o, 

жвае, 
XA @[h] Sel. 

A73 лявана, танай 
和 按 界 作 一 小 段 暂 钱 将 后 重新 区 准 北 币 得 到 、 考 叫 寇 莹 函数 的 流转 

# = F2)? (141—1), 
ЖАС, RD mE ga) == ев 十" ВОВ ЕЖЕ 
жш D, HH 
аз) Ьа) = eg Cg) = s Rn 
EFTS RIRS 
; ô 
LG) = r DIO 


=G) — He ft) енд — rto, 


因此 由 引 理 7.1 我 们 得 到 : 


aun. " TO CEA 


41959 


02) вол fy; aro i эел G) (1—1). 


2. 变 分 方法 的 关 鱼 是 要 构造 出 比较 有 用 的 变 分 ， 谢 非 尔 
(1938b, c, 1943) 首先 构造 了 一 些 有 用 的 变 分 ;也 可 参看 Schaetšer 
和 Spencer 1943， 他 们 的 书 的 第 二 章 ， 以 及 Duren 和 Schiffer 
1962/63, 在 Golusin 1946b《 也 见 他 的 书 的 第 三 ,四 章 ) 中 则 采取 
TAARE. папа аА 

如 果 函 数 


аз) к= Жеб не + Уи 
Ж r< || <1 内 解析 ,我 们 约定 
Q4) A*a) = Re, + УТ Cea t Enada” (|з| < 1), 


即 把 AGO ОЕ ЖИ ЖАНЕ ТЕЕ, 
定理 7.3 设 1(2) рат, B. w =0,f (0) > 0. 


pros REEL ERIO -9, 0, fC0) -9, 8 С) = f0), 
并 县 在 D 内 局 部 一 到 地 有 有 


ae Erol е = af OLOR 


证 (а) 我 们 可 以 把 ed 
a» £nG)-h(iG) (eR «AA. 
其 中 (z) ЕРИ, ОННАН, 当 |z| 一 1 或 
la] — r Bf Гра) 一 1， 改 由 反射 原理 知 : 

G жоба) 在 < |а| < AEAN а 一 1 时 有 
00) | 一 1， 或 者 * 


1i" 


GO eG ЖЕ! <|s| <1 内 亚 纯 ,并 且 当 lsi 一 ”时 有 
іф). 

WO) 是 满足 uak со) 并 使 得 G0 = оС) 
TED VE ЖИ ИЕ ОЮ]. A (CL Fw = h (DD, 
并 且 由 (15) 式 ，guks) XER РЧА ОСИР nO) = 100, 从 
而 推出 RCAC). НЕК J ЖП t ЖИЕ ран, 
而 也 就 有 (DCP). 于 是 由 (172 式 当 4> o W, 
as pu (e) — ри (z) m I 000) 
TERRI HOMER, RRHH 2 一 1, 充分 小 时 情况 (ii 不 
会 发 生 ,所 以 条 件 G) 必 成 立 。 再 从 (18) 式 经 反射 得 出 当 !*| 一 1 
РА [фе Са) 一 3， 同时 由 (18) 式 及 标准 化 条 件 又 有 w*(07 = 0, 
ре(0) > 0。 于 是 pO S= БП PG) = ID. 

因为 G) 是 正规 族 ,我 们 断言 , 当 1 -0 时 ， 
09) һо) = о) 在 D 内 为 局 部 一 致 收 化 
Q0 eG = (ваба) ERAD. 
必要 时 可 变更 1, 的 值 , 故 不 妨 设 对 于 0< < L 条 件 ORE, 
并 有 фаба) * 0 (z€ R). 


QUY cect Ф 
CD сд = BO KO, M+ mas (РО. 


Af (я) 
由 《15) 式 知 
Q2) ne) = 8G — КӘ эш) G9 


PTS] 
ERAARE— BU, ЕН НАЈ |+] 一 1 MA agp) 
增加 2z，* 故 由 条 件 (1), 函 数 
QD — A) ei ln e0]) = D) baaa" 


dE reds < r 内 解析 并 且 当 |#| 1 有 Керш) = 0. 18 
此 


+201. 


(24) ba) 一 ДО] 
(n 2 1), 5) = i8), 80) € В, 
у(17),(21), 2) Q3) SERI 
4G) — nG) + nG) 
- [ ъф: (=) (mG) sf) _ 1] 

хр (фа (к) — 1 fili) — (и) 

XGiG) — nG»), 
并 且 当 1 一 0 时 方 括号 内 的 表达 式 在 RR PURIS НВР 0. 事 
实 上 ,由 (23) 与 (20) 式 ， 琢 达 式 中 的 第 一 个 商 殉 于 1, 而 由 (19) 与 
(20) 式 , 第 二 个 商 也 兆 于 1， 于 是 从 (21) 与 (22) 式 推出 
(25) |&G) — Фб) tp Mm. (#< jal xà, 
其 中 由 1—0 PH TF 合并 且 由 (23) 式 得 到 对 于 = 一 01 …， 
有 


31) 一 E | NEL 


21] Вада: | < "Mu, 
Rei іне 
由 于 рб ЖЕРТ E. n0). AKA, Ч 
*>18202, n = 0 203538, TE HOO туа), 
就 有 
lbn) + cad Spr Mm IBA) — Ime] < Мин, 
国 此 ,从 (13),(14) 和 (24) 式 我 们 得 到 对 于 1z| 一 有 
LACE) — &*GD — фи) 
Q6) = —— 
< X le t b Сот" + lime, — PI 


+ DE +» 


КЕН 
< Уо ene Mui Mm Qu 0), 
2 


现在 我 们 利用 (25)。(267 和 (22) 式 就 1z| — o 来 估计 两 函数 之 差 


CE 


Q7) !nQÓ — ÀG)! < [фу — eG) + (z) 
db) — &*G2 一 фае) | + Ha) — ВС) |. 
MÀ. (21) 式 我 们 首先 得 济 М, «сопы 十 Myn", n0; 即 知 
1 一 0 时 Mi 保持 有 界 、 TE, Ы, OD 式 我 们 就 得 到 对 于 
Is] = ps IPG) 一 可 (和)| 随 4 一 0 вова четт) 
式 这 就 意味 着 (16) 式 成 立 。 
RETI Шоже Нюр ЖЕ ЖЕКЕ 是 @ 的 概 


BER. MEERI. E RETE 
Qs) ReALjs af GYA — GG < 0, 

证 А ЧИЕН DS SOLSSONI OM 属于 S CTAR 
PROCAGED. Бн (16) x, fO) = 1 + aaco) + оба) 


G0, Edi 
$4 li = sf CEJA GO — fG04* (0), 


于 是 从 引 理 7.1 feli Q8), 
下 一 个 引 理 对 大 多 数 应 用 疝 题 都 适用 . 
зз: 13 1100) EDAM RE. PETERE Со 在 


(29) AG) — fG) + А000) (0 < xà) 
d Reire l Dre gets) OAE Ш 
p) i DIRE, 


证 可 进取 + < 148 KR) жек Көй, 于 
是 对 沫 个 常数 天 让 

ебал) — lwd < Km — wl (eu tn EOD, 
以 而 对 于 nne R 有 

len) 一 &G21 2 HG) — Ke21C. — АК), 

因此 当 «cic KC hh nO) ERRE, DERE 
语 可 以 及 同样 的 方法 征明 。 

上 述 诸 结果 有 种 种 推广 ， 丢 伦 ， 谢 非 尔 和 巴 本 科 还 花语 了 蛮 

#2037 


- КАН А 
fec gf (2) hle); (D, Duren 和 Schiffer 1962—63; 
Babenko 1970, ФЕ б) МЕТО Т A ВОЯ ЕТ RR his 
Жа ЖИЕН CTGERSLSSIBURGIAGE RES ЖШТ". 

利用 类 破 纳 理论 ， 可 以 建立 另 一 种 变 分 方法 〔 参 看 Коше 
1956, 1963, С. S. Goodman 1968, Kochakov 1971), ЧЕЙ 
(19385) воан. HAUER 
SAPE (А!һапйго+ asd Sorokin 1967) ИНН а ОЕ 
推广 到 了 多 连通 区 域 。 查 尔 强 斯 基 (19557 和 4， 中, ТШЕ (A. 
W. Godman 1958) 还 建立 了 其 它 的 变 分 方法 


a " 


VR eXs ра. B Esp а БАЈЕ (Mary 1934) Æ 
分 


+51 


i — ар 
DEC 


җә») 与 
ШЕГЕН res 满足 
аа) — К] = 0, 
A[t5P (4) — 1 — 24(5)] — ДРС]. 
2, 试 证 明 对 于 某 个 固定 的 = 使 Res, КЗ КИИНИН 163 WIR: 
(э + Desa — 96 — (8 Saa 0, mds = 0, 


3. 诚 证 明 w 上 所 有 连续 经 性 话 函 4 均 共 有 如 下 形式 : 
аг = Xe. Q3) = w + nn enr), 


Ad GO яша lineup |n] Vr ЖЕНЕ, {Toeplitz 1949), 


тз жалаа 


1 我们 应 用 定理 73 ЖЕЙН Зиа а ЧЕ IE 
(Schiffer 1943, Schaeffer and Spencer 1943). 
定理 74 ges Бї НН НУН А. qu 
Me 


Тео, N 


е А 
а S у PUG) = 90) (єр), 
рай 

wy — afp -LE 
e ве) а [677] 


FRATRER DREK. ШЖ 
1 арр анс £ t= 
© ngajir ti 
tafi Lt] Realf; 
eias reor E] meat r 
是 次 数 不 超 过 De ERRA, С — 1 时 400 > o, ШЖ 


证 (a) 0 < 161 «1 <€ C, 由 引 理 7.3; 函 数 


6] азба) fe) 十 mS (0x icm) 


# r< |z] « 1 内 单 叶 ;由 定理 7.3, 与 зш) 相应 的 函数 Ся) 
是 谢 非 尔 的 内 变 分 。 此 时 (7.2.152 式 的 函 救 AG) 为 


ШШЕ АШ 
e M 7 GG) — КЕЎ 


此 函数 在 了 内 除去 具有 留 数 abb 的 单 极点 ?外 解析 ,其 中 


О 
(5 mi 
故 由 《7.2.14) 式 
MG) 一 Қа) 一 zm. * SE — йам 
bis abl+ 
(00 xe Т A dme 


ШР АПз-1 алайна, 故 从 推论 71 得 到 


HOS += prt Б. 
каа |р к rei Hw] 
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каша [r вао E169] <° 


在 第 一 个 表 汉 式 中 取 复 夫 革 ,并 市 于 < = 是 任意 复数 , 故 可 化 为 


4 hi ds ] + [в reo IE 一 d J 


+ £a[n sto HE - Ko ] =, 
由 (6) 式 知 此 式 等 伏 于 (1) 式 。 


(b) SUEXGPE r(40. ЖЫ @i(w)》 ARBRAR 
Me yt BS GRE DUK BUS MAGLA 


Ое _ d 0 
(7) v—4e азса 109 


(iur 
-E (i ne-a), 
其 中 010977) 一 a 的 展开 形式 为 e 47 k... 十 w 
且 有 


EY ODF): 
e (2ш) лә [CES 


+5) ыб) сад, 2,066) 
EE "tU 
基 中 函数 pulo 与 “无 闫 。 | 

定义 amo, WE m0, o, я) 是 使 (7.2.7) 式 申 的 
та, (Р е 0 的 最 天 下 标 。 ECOLE 
1, mik (27, CO. (GO (7.2.7) REND. 206) 具有 如 下 形 
ES 
Q m) Siet X 

(gm 0,6 m) 

1-0 ША = 0 ВЈ, т=п 时 没有 由 > 0 的 项 M 
此 zfe) ЖАЙ ckt Б EE 


+206. 


sta, 58 0 


HER. 
ARRIM aC). 8 


А ыз 
(10) 2f (9) i - > (ka +2 > Q- Bout") z, 


GD (4) Gre £25) - em (OR +5 emm 


E — £A-o" 


故 由 (3) 式 知 46) 具有 如 下 形式 : 


‹12) «= E [Ya cx o Ng А ы) 


A Mer — z. 3, p) 
ЖН. Ku, 0 (p дуз, m) 8 € R. 因此 9( 的 次 数 为 
2 = M t ete k) < 28, 

(D 由 (3) 式 , 151 m 1 对 有 


Q5 g) Red [fs Co 253] — Rear HO], 


858872 Raa. Б li 一 ] 上 D BS DROVE 
XB. 

由 (9) 式 ， 因 alo) = 0, p(w) 在 Кр) МАТ 
1< x 1. RA f€ S, ЖАСО «05 在 101 < (i Fla 
1 个 堆 点 ; B (7) 一 205), ATE 151 > 1 内 也 同样 . 因 
db «0d Wl 一 1 ESSARENCO 2 — 21 > 0, 

2 AERE ГЕСТ) ИЖА ЭТЕ GR i B Hit 
fk 忒 D)) 的 定性 结果 - UBER ISTE Te RT DUE RD EAR od D 
ха); = ЕЗЕК F, 


ПН 
nd Kele = 6 


тл = — GO FG, SE = зе — PM), 
Жр (* етте ОЙ, Eik РБА, 
这 就 音 味 着 极 和 区 域 可 以 是 5 HERBER- TUARAN 
8. 
证 04) G2.6)8 (727) ЖНА ТА kH 
TaD. EORR pCw) š 0, 并且 在 GD) 上 p(w} 
无 极点 。 从 而 在 BD аибан 


оз) AQ) шу — O 
жИН, 


BEAD, e= KD). BD 15 > 0 SOR 400 ETRE 
HMR E oro 是 2Cw) РЕН, ez LS 16—84 
TED. 

Q6 Omate O La eaG— O4. 

FE зей, # e= co, 则 当 je — CE 充分 小 轩 。 

n i= G-H a+ (D+ Hd 

HE зей, фир ро) 在 co E SDK, 

Pw) 0 E. o эе co Bf, 积分 (15) 式 便 知 fz) 把 Өр 上 
HE САНЫНДА RR.» 0, RIDE VG 
WR v = 0, RUE »— 1, ЗАЗНА Д 8A 
з, 

PC) — 0 Be 3e oo 时 ,区 由 (16) 趟 知 сд жар 上 包含 人 
FEE BOUE RURE o Triste SHARE NUTS, ERA ADS 2n IE 


由 于 巷 e) 在 心 内 单 叶 ,因此 至 多 存在 有 限 多 个 5e 6D 使 PIE)) 一 
Pla) = 0, Ж 口 一 co， 则 由 (17) 式 知 JG) 把 8D іна 


GUAE oc 相交 的 两 条 解析 缴 , 交 成 的 内 多 为 2r EE, 
民 此 ,只 有 有 限 多 个 &e ap 使 К) 一 oo, 


* 2084 


于 是 我 们 断定 ， BRATE [GO 把 OD 映照 成 只 在 co 和 
РСаг) 的 有 限 零 点 处 相交 的 有 限 儿 个 解析 弧 奴 的 并 ， 闫 便 指 出 ,用 
8.2 节 的 术语 ,我 们 刚才 所 讨论 的 正 是 一 个 二 次 第 全 的 轨 线 。 

[b》 关 了 完成 定理 花 证 朋 还 需 说 明 OD) DA. 假定 
OO) BAÈ D。 则 由 引 品 7.3; 当 充分 小 时 函数 


у Ка ба 2I arpe 
(18) Һә) = Fa) 十 le ziat 


(ae R, wE D) 
EDARI, FE h< S 是 了 的 一 个 变 分 ， 故 由 引 理 7.1, 对 每 个 
实数 = 有 


весел [в zl X0 (me D) 


因此 从 (2) 式 推出 对 于 єр, 有 Pw) = 0， 这 是 不 可 能 的 ， 因 
为 Pfw) < 0 是 一 个 有 理 函 数 ， 
对 于 线 抵 泛 画 的 极 值 区域 我 们 可 证 明 更 多 的 结 Ж (Schaeffer 
和 Spencer 第 七 章 ， Golusin 1947, Schiffer 1968, Pfluger 
19711), ` 
ERIS k OL 一 DAUL Крл ЖИЕН} 
具有 如 下 形式 ' 


[zi 


s) А = 名 Toss 


„ ші 


+D та) ае 0. 


kal el 


Wee BREL HR, TRO ааВВ оо DEELER 


Ш Юй, рш (19) вою. RIXCTX4dURA 
о є BKD), Pu) — 0, NIEI 


ау = Р) _„.... 
(20) "ш = Се oan 


AFS, ЖААЖ Ф 5 B SPK ОН СЛ), 
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a= AL] = a [79 i 090-9 


Eg »* p" ， 就 有 


eG) [E] aum 
=a [5] - an e eco. 


于 是 ,将 (1) 式 应 用 于 极 值 函 元 f 表明 ， 对 于 除去 有 限 多 个 点 之 
外 的 所 有 & Өр, 


(с-ф 5) m г» 


RICO Y pee 
- (379 earn» o. 
m 不 等 式 同 《 应 用 于 IR) (1) 式 比较 ， 便 知 对 于 5 e др, 


PE 是 实数 ， 因 此 Of(D) 位 于 从 0 оаа Б, БОЕ 


нален -MREABIK., 

于 是 不 访 设 对 于 c € DD), mie co 有 Kowo, ШЕ 

理 7.1 与 7.2 已 经 知道 ,对 于 某 个 极 值 函 数 160, ÔD) 是 一 
条 其 机 递增 的 着 当 缴 ， 而 定理 7.5 ДЕД ЖЖ AMEN. 

° MUSE F, PEEB 6。 如 果 (19) 式 中 所 有 的 yw 都 


是 实数 。 那 末 寇 郝 函 数 总 是 相应 于 该 泛 函 的 谢 非 尔 福 分 方程 的 一 - 


个 解 (Püuger 19712), 

例 74 BASARA Ф] 一 Rea, 取 最 大 值 的 比 伯 巴 
南 系 数 问题 ， 这 是 一 个 度 线性 泛 函 的 级 值 问题 ， 容 易 看 出 极 值 
函数 的 系数 au 是 实数 ( 见 问题 7.2.2)。 由 (7) 式 与 (10) 式 , Бш 
函数 的 谢 非 尔 微分 方程 为 N 


ор (iles) 


— sasa + Dy Grab 0719 eau pm, 


[n1 


*з10, 


其 中 Ф.о) 是 усх 的 = 十 1 次 法 贝尔 多 项 式 ( 见 3.1 
节 )。 方 程 右 端 在 | 一 БАВА ВЛГЕН, 
先 讨论 第 二 项 系数 即 = — 1 的 情形 ， 由 (3.1.7) 式 得 到 
(22) EPESI - C e nt 
因 (еу em 2cos8 + а, 非 负 且 有 一 个 实 才 点。 从 而 推出 对 于 极 
К-С a= 2. 
第 三 项 系数 即 "= 2 的 情形 较 困难 ， 因 ‚2. 
le) = (w — bY — b — Gay das — al, 


故 由 (2D 式 有 


O + 


= t + 2а + 2а, + 22 + O. 


,不 巧 的 是 。 未 知 的 极 值 函数 第 二 和 第 三 项 系数 在 激 分 方程 中 同时 


HAT. 因此 ， 更 确切 地 说 谢 非 尔 微分 方程 是 关于 极 值 函 数 的 泛 
项 微 分 方程 。 关于 方程 (21) 的 解 的 讨论 ， 可 参看 Сту and 
Schiffer 19604. 

#175 di 0 <l, || 一 1. ЗА 
(24) ФІЛ = Relalogf(x)] (1&3), 
其 复 导数 为 4[ 方 4] аот), m m Ма), MAERA 
程 则 为 , 

y aw [41 
G5) GETAN КО - p, 
at) 是 二 次 有 理 函 数 , DLE t. e 8D 20 9н. H (12) 
式 , 它 以 n Mar 为 单 极点 ,并 且 (25) 式 表明 ?9 一- 一 #。 由 
此 知 


аы) 
шю «DT Ла — =O 


G LOG — ыс, 
CTA x) 
因为 当 |£| 一 工 有 402 2 0, МЕШЕН а —a, 将 OO X 


ale 


anb, 


ТЕ аР, RARR RERO 3С, ERE C 0 时 取信 
为 十 1!， 从 (25) 式 与 (26) 式 得 到 
r@Q  . ажа) 
Io fi LEQ) мааа ә) 
w, 


_— 
VISHE 
其 中 上 аат), AZAA 


Q7)  —2log Ct +1 аг) ) + log 7С)! 
= — 1082 + alog(l + E) 
= lg(1 — EE +V I= 286 +) 
аә ВАГ 2 +07), 
其 中 的 积分 常数 由 KD 一 过 十 ШШЕ. 因 ICG) = ш, 取 
t= = 得 到 
(28) ов (ага) = — log 9) + slog 


并 且 可 以 从 (277) 式 求 得 极 值 函数 、 

Sulpicii e A (1932) 的 一 个 结果 ;这 一 结果 可 以 和 推论 
3.5 与 定理 6.5 HNR. 

定理 7.7 者 6D, Ml 


(зә) {рез} 
z 
= [ii + a = laD) < ue IT, 
Ж RR z = z, 0 < x < L, Game Фа < 2x), 
Егон ук EQ УРЕ JST E f e :有 
Аге p + Jog О D] < ш! tn 


1—5 


lu 
1 


=r 


E 


1) XAURHOBBUR. ` 


*212* 


~ w." 


ЖЕН ЕЖЕ {ЕЕЕ ЕЗ. h “的 任意 性 知 
w = [m E? Lies] све) 


= (ыа Жа}, 
t 1-а 


并 且 8BGOCW. 因 га) (0 < r < D ЕР, # ЕН 
当 0< ғ < 18 BB(en)cw, 于 是 有 
Bin) = (U U BSG) EW, 


从 而 得 到 [29) 式 ， 

谢 非 尔 微 分 方程 对 于 极 值 问题 有 着 大 量 的 应 用 。 但 一 般 地 说 
рро гаа IE HHRHDE, AUSA Alesa- 
ndrov 1963a,b 和 Popov 1965. 


A = 
idR е) Toren EDAR 斌 证 明 在 定理 7, COBRAR 
* 
Ай = = Z|... ZL eoe 


E ey) 

其 中 7 < 1 充分 迫近 于 

LAR Ress, 的 最 大 值 问题 ， 试 证 明 函 数 1 一 e) t RISO — r)” 
BEI GITE Н. 

3 ,在 定理 7,5 fJ TN EFF БИНЕН АСОЕВ Е E 2* 一 1 条 
解析 名 的 并 

4. 设 alil 一 Red[f]， 其 和 中 4 的 形式 如 C19) 式 。 ШЫН: HERE 
АЖ 了 不 是 宠 未 函数 的 旋转 ， 则 对 于 w caD) BA Rele) < ü (Pilager 
1971), 


74 cst 


1. бораро. 考虑 在 和 一 |z) > 1) 内 单 叶 的 函 
数 
[69] EG) er А + ба b Cli D 


ze 


Ж x. 以 
(0) Ou) m ай kawt o mb) 
表示 el) 的 法 贝尔 多 项 式 ( 见 3.1 4), 

我 们 只 限于 考虑 一 个 给 定 的 系数 组 合 的 最 大 值 问题 ， 即 考虑 
ATRIIS 
G) Wig) = YOt, ba) (EE 29. 
其 中 实 值 函 歼 Yn, wa) 在 Ahn Б) Ж} 的 基 个 
ЖАБЫ IRR. HF GD 一 cz 十 oa 十 az ВЯ 
为 
《4) Atle; = Pius To D = 2Yu Ua bo) 


(对照 7.2 节 )。 我 们 来 导出 一 个 类 似 于 谢 非 尔 沿 分 方程 的 方程 
(Springer 1951), 
来 理 7.8 E XQ LEUR тшд, JE Son 


[ON PrP HO = rO, 
其 中 
"D T. 
G) rw jet _|- EU ZON 


D 7" - € QUE RECO + EO +u, 
k= 


= 
= 
Br = E rra. Tias 


"л 


+ ETUT -1 时 2G)» 
证 ”我们 定义 8 LZR ФИ — le], 9 
G) ms (fes so Iro). 
жан, BOX 2654851 
«214+ 


e» а 001 —4*[в e RE] G<. 
并 且 , 由 (4) 式 而 有 Airco] = 0, 

Wer ci Ве ШШ, а библ). MI = 
(e (2) 4) e sm cost, BE овчина. KIEA 
定理 74。 由 (9) 式 并 根据 (多 式 和 (3.1.9) 式 姑 (7.5.2) 式 所 定义 的 
E ERI 

Р zt) = [е (ш — ate — 2] 


P" g—w 


Te [elm --0- x faxo), 
To 7.3.3) óE ЮВА e Yl 
оте 
+ + A [e ot 一 Re4r[zi gta)l, 


通过 考虑 zm. 内 初等 变 分 glee) TAEA 式 中 最 后 一 
项 必 为 实数， 因此 根据 浏 非 尔 微分 方 恒 〔7-3.1) ,经 简短 计算 便 得 
到 (5) 式 ,并 县 当 Iz] 一 1 Bp aD — 470 2 9. 

LIES Yeo DRAKTER Mih (6) RA Pi) 在 
g(A) WAFANA <= — 1, 由 (7) 式 知 O 820" +1) 
个 办 点 :并 根据 (5) 式 知 其 中 有 ?个 在 |2] > 1 内 ,由 对 称 性 又 知 
在 161 < 1 AEE: TEA HAE 151 一 1 上 零点 个 数 为 
М 0-024, 

FARTHER (1938c) 的 一 个 结果 ,这 个 结果 我 们 曾 
在 зз Анажан. 
Wu Reen M [Al «2, 


证 ORE A0, 6220, ЭИ У 内 Reb 的 最 大 值 问 
题 ， 因 由 (2) 式 有 Oe) 一 w 一 25. 故 从 定理 7.8 f NB B DOR 


"215. 


满足 
UO PrGYRG) -U- bh Ap RU, 
并 且 当 [E] 1 时 上 式 小 于 或 等 于 0, 于 是 


+ COLES H jeg с) "А 


di 
. ЖЭ. БП Та (е) — const, 
j 由 (L1.3) 式 , 点 0 一 如 居于 (А) 
D 的 凸 包 且 容 易 证 明 06 ар(ау 7.12, 
⁄ 因此 对 101 > 1。 G0Y3224396225 TE, 
LLL 故 可 写成 
ш? йн p Е p БУ 
"E Ct] m1, v1, 2,3), 


同 (10) 式 相 比 较 有 
1 depu 
1 ra. | 563 + 
-a- aya - BOO ac. 
而 因 |5 а, me k= 3. 


Reb, PS xt BEES E, BER tr LE 5 ih E AR 
《1955b) 所 解决 ( 见 4.4 节 推论 4.9)。 这 时 谢 非 尔 卫 分 方程 为 
QD PeGYyGGY — à) 

t — b 2 46 — 1t hp CT, 
НН ARUS C 

1E2958 —A- NZ FERUT VE ES Pe BEN ERE (3.1.22) 的 一 个 新 
证 明 (Schiffer 1948, Golusin 1948, 1951), 从 这 一 证 明 中 可 以 
看 出 。 对 于 参数 的 每 一 人 择 。 该 不 等 你 都 是 最 佳 的， 我们 仍 采用 
за diis. 

X319 没 haiimeC Ж z € E, W 


a» в 5) мын» У laL, 


ГЕП 


12168 


示 且 等 导 总 是 能 名 达到 的 。 


证 因 格 隆 斯 基 系 数 by 是 borts bem 的 多 项 式 , 从 而 
i 


a» gle] =R E Dy (g€ ZO 

kml iml 
ПАШЕ А 78 中 考 启 的 问题 具有 相同 的 形式 。 若 定义 
an eG) Bien, 


MEREERIN SE CR DAR 

= 1 209) — E) ç, 
аз) ell = |p | | ешек 0 — 52 д], 
gh c= (sl n. 


Ж AGO mess bb est ++: ENUM 1280 时 ， 
gig 十 i5 — ple] 


-ar | 


алу | = oe] +0), 


因而 复 导数 Aig] 等 于 最 后 一 个 方 括 号 内 的 量 ， 由 (6) AR 


有 
= = 1 00900) 
у aote "© 


故 从 (3.1.4) 式 与 (14) 式 得 到 


ar — Gs 9G) „ү 
ae Pon Gl. oe) 


-- (Et ау. 


*=1 
p*(w) 是 完全 平方 的 事实 ,使 我 们 能 够 作 如 下 推导 : 
WR rcx MERE , 则 由 (16) 式 及 定理 7.8 知 
15| 一 工时 函数 
an uox HEED 一 VTO 
"217. 


REB, (зл) КАЕР - 


{ zi > 2 ea) 


-È ми >G Eaa) G0. 
= ш 
Meg 


А > 
оз) Zanny i 1506 
° dm, 

REÆODAHESRI HOT zü) EREE Z 中 的 极 
EEA, AERE HRR {И ЕЕЕ ТЕ 7.9. 

IOEORTUBEBUDETHEHR Uses D Ë 
Ж C ТН ЖОЖ DUAE EC, 2 ED LB Wi 8 KO) = 0, 160220 
及 
a») TE) ps (Ер) 
DRAHE fGO бй. ST O 不 作 规范 。 由 于 
M0)! «с id Ec) E RELT CLARA om ERA 500) = 0› 
就 使 这 个 函数 类 成 为 坚贞 . 

设 JG) 是 这 个 类 中 的 一 个 函数 。34,*… ,2m 是 也 内 不 同 的 
点 且 不 等 于 零 。1a1 一 1。 由 引 理 7.3(7.2 T) ET < 1 E 
ЖТ o, EU - 


28) абд = Ha) + taf (e) Д =. Q ich) 


00) 一 I 
Ж Е={;< [|| < ly рий, 而 且 对 于 1= 1,0,9 有 
[ORE 
- 一 а б) Қа) 一 >, 
о = m |а 9 Д]. 


ЭХЕ” ИНЖ —ЖИТЕР ИН L. ЖЕТЕР Ка) < = А Ж 
分 小 , 则 在 RR 内 , азба) 2e vs (0 m latom), 
XO 是 按照 定理 73 同 nG) RAERD 内 单 叶 函数 ， 


+218. 


E oska(R), ЖАЗ ao 时 hO) # D И BUE k 
于 1627, WEVEQUERGERHEDOMIT з € D 与 充分 小 的 A 
б) n Q= d, т), 因此 he) 是 这 一 通 灶 类 中 的 一 个 
变 分 。 从 {29) 式 与 (7.2.15) 式 我 们 得 到 


21 EA - Қа) —» 
Go gaal. чо Й 50а. x 


+ ана - <] 


Eon 


"mu нод [ат жы = à] 


2 
其 中 ， 
= ы 
(22) 四 一 a 5° 
1006) 一 f) — w 
E a» iei) — Kan) 
G <¿!= т). 
ФТБ ТУРЯ БАСТ ИСО ВОКА SI, (21) 
SURESUBUR TUIS ESTE TUE 


оао, > ae 
Bl «ЕЖЕ „БИШИ fC) RR dodamo, 着 以 
z DARE s, 并 便 moore BDE, RISII)SCATIERER IT 
下 形式 的 微分 方程 ; 

Кб) Y: beg b) LL 
e» (AE Wee ый -1, 
EBREA b= (— De ee T bo" oba ИШТЕЙ 
函数 的 未 知 系数 авн 

微分 方程 (23 是 电 格 软 奖 斯 《Gratzsch 1930) MSAA 

(Levremt'ew 1934) EIAI, MERIA (Kuzmina 1955, 1968) 对 
m АКИБ B ТЕШЕ, x Ta 200 RREN ISK 
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Win Jenkins 1953, 1961, 1969, Reich and Schiffer 1954, Neta- 
nyha 1970; (915 E 44 f, 

3. дан. бо азе — pl 
T. ПАШАЛУК у є s 组 成 的 类 。 等 价 的 假设 
ORG) = 100), HDD) ETE, 

ЭПЖ ай, REL e D, |а| 一 1, 由 引 理 73, HFA 
当 的 ”< 1 和 k > D, EX 

- іб? д Каў 
GD ао HD + u тау ру T ye Ry 
(062%) 


Ж Ке т е) < 1} МЗ. [ЕШ 23 32 Dj, RR > = 


Соо нин 


Озу ht = nta) + ыгбә |-( — 9) 

р h А 

L + 255) + v(1) 

жр. сох, 显然 л яда, pur 000. 


KOJ 

是 fG) ERARA i АА, 
Ato Xj SPERO Е А. 利用 我 们 在 定理 74 证 
明 中 采 同 过 的 同样 论证 过 程 ， 可 推 知 每 个 极 值 玉 数 满足 煞 分 方程 


eo EO em] 


кау 
| к) 
关于 它 的 应 用 可 参看 Gernikov 1963, 
栓 分 方法 对 于 有 异 单 时 函数 网 应 用 可 以 在 诸如 Charzyishi 
1953, Singh 1957, Red'kov 1960, Schiffer and Tammi 1969, 
DeTemple 1970, 1971 等 论文 中 找到 . 
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= 450, 


问 m 


ID CELOS E 
CO 不 考 感 方程 右 端 的 亚 式 y 
[OI] S E T Ea 
推 证 由 对 于 # Ez 有 bls 
2. 试 证 明 对 于 is| 一 "> 1 有 


多 -区 


e 0 
其 中 AQ) 一 EO ГКО) ЖЖЖИ. АНЕ З EUER 
Xe» 一 L+ оо 的 解 p178 Жк НАВЕ, NU 


g € 2, re e, B {я(к);]*| 一 少 此 为 中 曲线 的 最 小 数 《Grarzech 1931 
Guluin 1943, $E 15 0945 129 RD). 

BAR жс, wn €C, m >2, БЕР RS 1, my 有 z€ CN 
(A) BBA Rn aCe) = bn Б, + Бу" + ++. BUB BIS Рр 
SENATE. RESES ISHBUÉ 808 IE — In F aY 28: 

apiy ICTU ote + eg) + 
G Cy aee rtr) ир) 
片 证 明 Oa) 是 至 多 2m 一 3 Ж ЗИН, EU ABIDE T. 
4 RENS 类 中 奇 函 数 所 成 的 子 美的 谢 菲 尔 油 分 方程 具有 如 下 形式 : 
O Ya f. _ (y - 
bm] 
其 中 4(8》 是 有 理 偶 函数 且 满 足 a()0. 

SARRE 100) = 0, 10001616260) 的 DD ий ЙК w = (яу 

ВТВ. RENAS A 
Але Mt 


“+ iro 


=1 


(0,2€ |»| $1). 
JEUEUDH 1 GB ME О) БАЯШ HB "EBORE а ЖЕТИ ta” F TESTO RA 
方程 ; 


‘me 


e l [zo] ** hte «9 


其 中 eG) RON. «(‹')>о, 
«РА s а ВОНР ЕА ГАРД: 
ro (4f), 20 EKD Ту 
i-o тсе] «a pE) 
其 中 00) жешин, абе") IXM. MERE (8) 关 0。 则 级 值 区 域 
是 陈 去 有 限 条 径 疝 划 线 的 平面 (Htunmet 1958), 
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XC SORATAGSUR TEC URTEUR E, RAERD НИТО 
一 般 系数 定理 (J. А. Jenkins 1954, 1960.) BEMERKET, 
ЯА ЛЕВЕ. RUTAS. 部 分 地 是 以 沸 夫 前 
格 尔 的 诉 稿 为 基础 {A，Pfluger 1967,1971Ь), 

二 次 微分 的 且 想 可 进 潮 于 格 软水 斯 与 泰 希 谋 勒 尔 CTeichmaaiee 
1938,1939), 我 们 普 先 通过 一 个 简单 的 俯 子 来 说 明 这 个 方法 ， 

考虑 区 域 GCC ЯШЕ T = (z + iride] < ms [y| o) ë 
Ж TAG 系 再 了 内 部 的 存 限 多 条 水 平 线段 组 成 。 设 f(x) EG ARE 
析 单 叶 . 者 记 А (9) 1G) —a, RI 

ЭВА C) < 2(1/ ый 1 — D < Wo l— 1. 


故 得 

2ке [ддв & ue T) амат, 
因而 
а) агаа СГ) — are T > 2j, nA Cd, 


这 一 不 等 式 表 明了 共 形 映照 有 一 个 这 样 的 性 质 ， 在 一 个 方向 上 前 
Фаяз уа ЗЕТ ГВЕН, 
Н.Ш. ШЕКА АНН. 
ана СТ) апат < i C - il эф 
1 ое А x 
-i Oram AAA 
+ ЗА): 
因为 4(2^(2)) 一 ad5 十 3adz， WX 
» 223 


G) аа) aa? < L. j, A'Adz + INA 


此 式 与 (1) 式 结合 得 到 
G rj aoa] < i | EDA iz, 
根 定 域 @ 包 含 co „ЗЕН. ÂC 由 有 限 条 水 平 线 妇 组 成 。 若 
Ka) ma + h ас 
ЖС ДАҢ, 则 对 Ta = {x + iy; |а| En lri < nt, 7369 
大 时 有 
1 
k= dl, qt Da. 


duh C3) 式 有 
O ва (бу -DEO — Das — 1. 


这 就 是 一 般 系数 定理 在 这 一 特殊 情形 下 的 不 等 式 。 

在 一 般 情形 下 , 所 考虑 的 区 域 要 复杂 得 多 。 它们 由 位 于 一 个 
二 次 微分 的 雪线 上 的 一 些 裂纹 界 成 ， 单 叶 函 数 的 极 信 问 题 很 自然 
地 要 引出 二 次 租 分 ， 正 恕 谢 非 尔 微分 方程 所 表明 的 那样 ( 见 7.3 
节 ). 

证 明 款 长 购 主要 店 因 是 定理 的 一 般 性 。 如 果 只 对 一 种 具体 的 
特殊 情况 感 兴 玛 ,证 明 常 可 简化 。 格 拉 贝 定 - 谢 非 尔 不 等 式 的 宛 长 
证 明 ( 见 趟 3 节 ) 同 一 般 系 数 定理 的 证 明 有 许多 共同 的 特点 ;在 关 
键 的 一 步 也 用 到 了 二 次 微分 ， 

下 页 的 图 表明 了 本 章 中 直到 一 般 系数 定理 为 目的 各 个 结果 之 
间 的 关系 。 图 中 位 于 中 心 的 定理 8.9 是 (1) 式 的 推广 ; 定理 8.10, 
8.11 ,8.12 分 别 是 估计 式 (2),《3),《4) 式 的 推广 。 8.4 节 中 的 同 伦 
条 件 对 定理 .9 RENS. 就 定理 8.19 而 论 , 这 些 条 件 仅 仪 用 来 
使 该 定理 的 结果 可 以 同 定理 8.2 的 结果 相 类 比 ， 

前 面 种 章 所 镍 述 的 方法 多 半 限 于 单 连通 区 域 ,而 二 次 做 分 却 
主要 应 用 于 多 连通 区 域 ,也 应 用 于 拟 共 形 映 照 . 

本 章 的 大 部 分 讨论 可 推广 到 任意 的 闭 黎 晕 面 ， 如 珍 肯 斯 的 忆 


EL 


Bu 


wm хва 
\ | 
整体 结构 
\ EH 
травеі EAS sae 
Ae— мм 
velie 
LLL I 


EA 

中 所 作 。 当然, 由 于 只 存在 局 部 单 值 化 ,使 所 用 记号 变 得 更 加 复杂 
T. жна) 8.6 节 的 那些 天 迹 式 。 在 局 孝 单 官 化 并 的 下 均 保持 
不 变 , 如 我 们 在 引 理 8.9,8.10 及 在 《8.5.21) 一 (8.6.23) 式 中 将 指明 
的 那样 ; 只 有 引 理 8.1 用 到 也 的 环 体 拓扑 性 质 ， 作 为 证 明 一 般 
系数 定理 的 准备 , 在 引 理 87 的 证 明 中 我 们 使 用 了 万 有 复 盖 曲面. 


m E 
LRG TEND 如 正文 例子 中 所 给 定 。 RE рК 1 
+ s a + 51 (DISO 入 里 于 成 长 度 > 2e 的 由 线 * 则 
МЕМСТ) SU (ERN (Renge) RERI Н (а) = ле + coy dn 


We 
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- наев, 
А oo ec. EL KE) е 6 LEE 
сма, CAG ak ERREUR, RUE: 
ве. areaf 人 WCG)) 


82 = 


LEG жён 3-1, D(x) орин. ERER 
0) Odds 
ст, ЗЕРЕН v ~ p) СВЙ GC 
已, 则 由 定义 知 形式 恒等式 
а) Odi = Gwi 
LIT. 
(3) Q) = Op EY; Ова) = Обр Quo" (е7, 
хна ООО 所 确定 。 但 我 们 并 非 对 这 个 函数 
Да АИР РАНЕ В АТВ 
юк Qo АРН, И И ЕИН 
次 微分 化 成 尽 可 能 简单 的 形式 ， 
先 设 ,是 CG 的 一 个 有 限 点 。 则 060) 具有 展开 式 


Q RO= E s — sa 


Жа 0. BIER 0н > Os M a 25 n ERU a< 
О.Я z 2 In | йы. 
Ecoe G, 且 对 oo 的 其 个 邻 域 有 
6) 000) = Saa DEIN 


E mm ао m — 4 > 0, Ion ад: 
ma «c0 则 称 co 为 Jn 一 41 а. ЗИП 
具有 共 形 不 变性 :如果 以 : = w^ осв 0, RU 


225， 


Odi! — e^" (и), 
ҒАН (5) 式 有 


Q*(w) == w^ Ow) = У) at = У) avum, 
TRU UESE UR BEA ROC CORREO RO, 
SE ACGDBUAUEROS SUCK OIRRUR, ЕС 
限 临界 点 ;将 会 腹 到 单 极点 与 罕 点 有 着 许多 共同 之 处 引入 记 号 
п, ~ ARRERA PAU { 单 极点 }。 
Hm 一 《所 有 极点 } ， 
п, = (fri 22 А), 
п = {临界 点 ] 二 TL UT 
时 有 
GU HIO- CE PRO. 
证 RER CO E CIA PHA DEDERE OGO 在 
SRH (5) AME 
ARRANO- CSI iU Om 
从 二 次 微分 在 cc 处 的 零 极 点 定义 即 得 到 所 需 结果 。 
2. 设 00040 是 G 内 的 一 个 二 次 微分 车 C 是 G 内 一 条 逐 稀 
光滑 的 曲线 , 则 定义 其 2 长 麻 为 


(6) WO) = | VIOT iel; 
# ECG X8 REST RUE SUE ОШ» 
(e лов) = [Í lola (аа = aan, 


这 些 定义 是 共 形 不 变 的 , 即 由 变换 公式 《3) 有 
E) СС) ie(0(C)), AE) == AE. 
ЖСК, ЖАПА OR RE 


+1, 


o) добо) = ай o( C) 
其中 下 确 界 取 在 所 有 从 x 到 mm 的 曲线 
(190) CTED 
上 ， 广 意 该 定义 依赖 于 区 域 G; 著 限制 二 次 微分 于 一 子 域 ,9 虐 离 
可 能 增加 。 即 人 我 们 考虑 的 只 是 子 域 的 共 形 觅 要 ,也 须 留 意 ， 

# O (z) 在 临界 点 气 共 有 形式 (4), 
(п) VIOOL = isl le — uH + О(]» —])1, 


21 Сб) КЖ ПАП КАААП ARAA AREN, 因为 i2 


> 一 1， 另 一 方面 , m, R ib ACRES SUR AREN, 因为 re 


一 1。 进而 , 从 OD 式 推 知 每 个 常 点 和 每 个 有 恨 临 界 点 具有 一 个 
面积 有 限 的 恕 起 ,但 对 更 高 阶 的 拉 点 这 一 点 不 成 立 . 

3 现在 我 们 在 点 «€ 6 KIA Ohir да: VR 
0, RETE 


(12) 000 = Зат 2,96 0, 
且 在 0 点 的 基于 域内 Ol) 解析 且 不 等 于 零 . 我 们 分 三 种 情况 
讨论 之 : 


CD 设 пе —2т, уз == 1,2,.-., 5 О EROS 


《13) QW = ply, #00) = > Буз” (bi = a, з 0), 


zr 


定义 
-w 0-25 r 
са) 4G2 х sepad OSD 
Ft 
as) w pl) — Yn 


的 全 一 分 支 。 由 于 ACO) 一 hx 0, 该 函数 在 q 的 某 邻 域内 单 叶 。 
微分 恒等式 pOH — ath) (е), а (14) 式 得 到 


2%. 


G + (ар (аў = (n + 2)" (уй (z), 
因而 由 《15) ЖП (13) 式 有 
e GY = Ош), 
Ak (3) ARIE = = о 的 邻近 
(16) Oda! em "da, 
(ü) Ж ве —2m,n > 1, WR LOCO 可 表 为 
(17) *o QQ) m Gut AGO, 
其 中 


ч 5, 
кд = н акно ра 0, 
2, а+1 ” 


ЗП а dm REGISTRE UR UR 
a8) w = pix) — sept (z) 
КА. ЖЕ: ср ; 
" 1 
419) очо) = (1 + 2). 
EREET- S-E Ei paak 
bos +A) m (s + ewp a) 


= (l —m) + [ata imo] 4e cat 
z 


+ 49) 
而 这 一 方程 只 有 在 “ =b E 
QU) вт) — ez? XQ) 一 


МАТАК, EH 


Flea) — 2" ha) — са" — т 


对 uc C 和 充分 小 的 x 解析。 若 wo 是 由 等 式 
1 
— 


qucm us 0 


1—m 


ban 


снн, = lim aO — 
d ңә а 


DRP eet LRA а. — жа 
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确定 的 , 则 РОО) = 0, HE PES 6.50, PEH 


REREN, 存在 唯一 的 解析 函数 u= (а), X(0) = u E Fe. 
XG)) = 0, 即 满足 (20) 式 从 而 满足 (197 =, 
(ш) Rs = 一 2， 将 吕 Ce) 写成 (17) 式 的 形式 而 有 


仿照 GD 中 的 论证 ,我 们 求 得 共 形 映 限 
м eG) m верб) GP maa) 
而 导出 00) cae, 
因此 我 们 证 明了 : 
定理 &1 设 0s) 是 局 中 的 一 个 二 次 微分 ,soe G, ME 
Ж АЧНА EERI v СУ 你 得 


du^ ze ЖА 
"да? n Жл 阶 零 点 

KO — Yerde s л Йй. п БЕ 
duds) "LT 


(a + cota! w E s Bts, 
E — 
Jot RRV IWE n динии RE УО 


的 一 条 热线 弧 , 如 果 TEAN B. 


QD OGS (ox (c B. 
ЖЖАП АДА, 我 们 把 (21) 式 科 写 为 
(22) Gode! > 0, 


IE BASS ге Та, WRRERE w m pl) 把 
GBR G*, 则 也 把 二 次 微分 9 GO a9 PORE p (3) 式 所 
定义 的 二 次 微分 Gadw 的 雪线 ， 容 易 看 出 ,两 条 不 同 的 轨 线 
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互 不 相交 . 

Т.а), а << в E—ÉUGEB а= im zx(9 存在 
并 位 于 6 内, M e Е, ИЖИ ТЫКЕ 09. 
这 时 我 们 说 了 以 。 为 并 点 。 同样 的 结论 对 :一 8 OB OUT d 
mu. 

Сию T TUR E RIEN: 

(D rmm: 

GD Р ЖЕЛЕ ABI ЕД, REAREA T MS 
EXPE 

(ш) т É—AJUBSSL. Bed: 一 时 的 两 个 极限 点 
集合 中 至 少 有 一 个 是 非 蜗 化 连续 统 。 

后 面 我 们 将 会 发 现 不 可 能 有 即 于 m PRATA RR 
па. паме а) 28 гжраа- Маа, ШЕР 
BERJA. BAERE E RADIA RE "ER RAS. 
PERAR аСТ 

一 Q(x)as 的 雪线 称 为 OOd? Е Ка Dini et: 
与 QGD R7 的 委 线 正 交 , 因 为 按照 定义 ,雪线 仅 兴 党 点 组 诺 。 

今 研究 在 给 定点 me G АБ ВАЕ О, ATRAI 
性 特征 在 共 形 映 恨 下 不 变 ， ЯНА ЕЯ 3.1 中 给 出 的 二 
次 微分 法 式 就 够 了 [ 见 医 8.1 一 *)， 

G) 设 = 是 常 点 , 则 de 的 轨 线 是 水 平 线 . 

ва En ёа. BL 一 к BO RE 

> — 1)= lv 

ре = <и фе< E pcd) 
Жа Еа ЗЕРТ, LE ача? 一 Us bm 
0 对 应 于 了 一 0。 ене 十 2 条 轴线 以 w 一 0 DAER 
MAIOR T п + 2 AUS E rb 

(O 设 m ERE, AA T= ed 把 以 正 实 轴 作 着 线 的 平面 
BEER, eda? 一 GCSE SEED SUR DL m 为 端点 。 
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IO E! у” йд 


с 3 cant " Last 
от 
EZ 
23 
к=з x. nes 
m 81 


(d) їй z, 是 二 阶 极点 , 则 法 式 是 Coda, BRR wtw’ 
之 0 南下 式 给 出 : 


wm тер (r9), 
因此 当 < 为 实数 时 是 多 向 直线 , 当 е ЖИЕ Г ДЕН ГИМ ,否则 是 


对 数 电线 . 
(e) 设 z 是 阶 数 = > 3 的 极点 。= ЖЖ. RE r ARRAT 


e= „ША ачай, МИК Cm a S del SE 
Ë » —1)x 
^" — 2 


zz}, v= l,2; tnm 
2 


Й ЕАР ЕЗЕН ааг d е— 
ой = оо, ВНЕ о = а В 0 2e AL, 其 可 能 的 


交角 是 二 (к=, сл 9, 
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(D 3 二 是 阶 数 为 偶数 2» > 4 的 极点 是 <= 0， 则 法 起 为 
(өтт + ca du^ 经 代 换 "P 3526 (a7? Y 
dw; BUR UH EMEN rime n le TUR. HAES 
ME [lone <] 好 可 Bm & — (mn 一 TI 把 这 一 
HUE — ИЕШЕ CI] < <) ORI 82), o = £ — e 


PERRERA # EER {w; Rea 2 1, Ima 一 
ab UOTIS. КЖЕ > o 邻近 的 部 分 被 映 恨 成 图 02 rede 
的 区 培 ， 二 次 微分 变 成 (= 二 二 4 | ;并且 航线 位 于 直线 оа 
+а(—ю< г <+ о) Б, BE C, ERSEVER LERAAR 
2 一 2 个 局 形 放 在 一 起 就 查 到 与 (=) 中 相同 的 定性 图 形 . 

于 是 我 们 得 到 下 述 性 质 。 (ае 十 ew da 的 与 0 点 充分 
BESSER DA 0 ABAFE о 点 形成 定 角 ， 且 任何 两 个 这 
RACER Ls Mit s DADA EE o — 2 个 


m—1i 


POR Be Ж 53 3A Me DURER ЖЕШНДЕ е 5 


Z-E 


方向 终于 0 点 。 

如 果 我 们 由 = e^ (o) 回 到 Q GO 42", 上 述 结果 仍 成 立 。 当 
然 直 线 变 成 曲线 , 而 角度 之 间 的 差 仍 相同 。 我 们 把 上 述 主 要 结果 
归纳 为 : 


NIE ж WERNER и; жий тй, » TNU 是 申 连 
Фәр &- -条 或 两 条 解析 弧 组 成， экн ТНТ 


айий таш. 
园 为 人 上 一 个 二 次 微分 只 有 有 限 多 个 临界 点 ,又 因 从 每 个 有 
限 临界 点 出 发 的 轴线 只 有 有 限 多 条 , 因而 上 的 一 个 二 次 微分 只 
可 能 有 有 限 多 条 上 临界 轨 线 。 
а м 

LIRO M O(a 是 己 上 内 有 同 绊 的 者 极点 (包括 重 数 ) 的 两 个 
TÉ. SEE: 0,05) eco. (a), себ, сый. 

1.18 9.(ж)4х* a Qu (x) de 是 G 的 在 点 meG nhu ROS RIRA 
两 个 二 次 微分 。 求 证; 0109) е0 (в), с>, 

ЗЛИ н(е) E RETARA, RUE 2 (6) 4 dE я, = col EROR wr Utd, 

4. 设 是 一 个 二 次 微分 的 单 极点 . 求证 终于 x, ОБН ЗЕ ТАТЕ z, 点 的 
Eh RWE- ARNE SM. 

5. 设 0(s)dz' НЮ x e ©. 假定 在 = 的 每 个 邻 域内 
ЕЛЕЙ HARA. KE: = 是 一 个 二 阶 极 点 。 壕 而 证 明 充分 接近 的 
所 有 轴线 具有 相同 的 9 КЕ. 

5. 设 名 是 s 上 的 " 度 泛 函 ( 见 7.2 节 和 7.3 节 )。 求 证 每 个 极 值 区 城 由 . 
АТОНА Едо К. 


33 雪线 的 整体 结构 
L3 0604 是 仿 上 的 一 个 二 次 微分 ， 我 们 已 经 知道 ,这 个 
1234 


IRMO FUIMUS BR ADAME k RER. 

18 z Ж 00047 BS TRO, ШИРЕ ЖИК (D, 在 万 二 0 的 
HEARTS p ERE 200) 一 = E. 

(49) осу = 1, 

4138 eO RUBIA C о HURISN CH EACUS ИР 
亚 纯 延 拓 。 所 有 这 些 射 级 的 并 是 一 个 星 形 区 起 号, g(5》 在 五 内 亚 
DIE JXOEAME TOES z 一 С) 把 好 内 的 每 条 水 平 线 
ванн. С : 

ш C1) 式 ,函数 E) чт ШЕКА Н IRA O 
ки C ФЛОУ, Ub UR 加 是 五 的 有 限 边界 
ASIOZOCH, 出 极限 Em gleto) 一 fCto 存在 。 这 个 点 不 可 能 
属于 m, HA eC) A n RAAM О-Н, Г (Д) 不 存在 起 
过 总 ERREA E, Rr 不 可 能 是 一 个 常 点 . 因此， 
PEED., TARE ,在 如 的 基 个 储 城 内 ,除去 在 (tau > 1} 上 
的 那些 点 之 外 未 存在 别 的 边界 点 。 因而 三 是 一 个 不 含 菜 个 序列 
Са) 的 最 大 显 形 域 , 访 序 列 若 为 无限 序列 则 a, > со, 

可 能 有 两 种 情况 : 

O) хш {НЩ L = о дураараа, 这 时 每 个 带 
{шю < 8]G >> 4) ВА UTER Co) 的 边界 点 ， 通 过 这 
ЖКН z eC WDR, п, BEA OD LAB 
RIRES z R5 r EERI 显然 如 果 通 过 z КИЙЕ КОРНИ 
TOXER ЖЕН п, 的 伍 何 点 ,这 入 情况 就 不 会 出 现 .- 

GO 五 包含 一 个 以 0 为 内 点 的 水 平 带 域 。 设 T — La < [ms 
< @}(— <a < 0 < £ < +оо) 是 召 内 这 种 水 平 带 域 之 最 大 
ЖЯ. Ж ЕО) 在 召 内 非 草 叶 ,， 即 Cn) 一 Q5) (фе HC 
t). 由 (1) 式 , й D 和 alt +L 1) 满足 向 分 方程 
A QC rE) = 二 [并且 在 = ,具有 相同 的 初 值 ， 故 推 知 

SQ) m EE H bat) Ë EOD tb + iD, 

但 后 一 种 情形 不 会 发 生 ,因为 它 意味 着 中 他 》 一 ~st + ut 
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ЮГА e 一 0， 这 样 我 人 就 证 组 了 如 果 8(5) 一 #09 


И. — D E pG) 的 周期 ， 

区 到 一 般 的 情形 G) CTAA NRE: 

(a) о — 0, pm жоо, ЩТ НС, Ж) ЖС 
Fp RITU A HARE, ЖКН оя, Oji ар, at! 经 
一 分 式 线性 变换 得 到 . 

ЖЕЙК ТС) ЯЕ T — C ийт ,对 如 害 才 看 到 的 , 它 是 一 个 
ЖӨИ ЖЖ. 它 不 可 能 是 双 周 期 的 ,因为 在 双 届 期 的 情况 下 ,函数 在 
, 它 的 周期 平行 四 边 形 中 就 已 经 取得 了 每 一 个 值 ; 改 每 个 点 是 烧 点 ， 
"иң з. 这 是 不 可 能 的 。 顺便 指出 ,车 所 考虑 的 不 是 仑 上 而 
是 一 个 环 面 上 的 二 次 微分 时 ,这 种 情况 到 是 可 能 发 生 的 。 

因此 , г) ЖЕ ЖИЕК, ИЕ ЖИЙ ЛЫН ЖЖ ЖЛ P e 0, 在 周 
-期 带 城中 函数 是 单 叶 的 ,因为 若 gG.) — (2) (б ж 人 是 六 一 


o 就 是 一 个 线性 无 关 的 周期 . 这 就 推出 函数 gw) 一 (22. le) 


在 «|| < со 内 单 叶 因而 是 一 个 分 式 线性 变 狐 ， 因此 Qa? 可 
以 由 const - wda? 经 一 分 式 线性 变换 得 到 . 

(b) #а:> —0, 8 — +co, MÍ T FEES REN ЕСЕ) УЕН. 
LII cod 

ай (t 在 T 内 单 叶 。 由 《1) 式 , 反 函数 为 


в) t= so = | Voar. 


W УЖЕ РПП 一 的 任 一 区 域 。V, 是 所 有 与 PF 的 0 距离 小 于 
1 的 点 的 集合 。 FH + T, 中 的 点 到 任何 常 点 的 如 距离 无 限 大 而 知 
f.m = d. 
ЕА CT E ECT B t, onere). JR 
Жа 1, — 222. WARA 
0:18 «АСР, р 1,2,0 


是 不 交 的 . 因为 每 一 集 的 面积 不 小 于 С К V ROERE 
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穷 大 。 而 这 是 不 正确 的 ,因为 Пп, 一 区， 于 是 我 们 断言 : 4T 
тоо, C€ T Bl, eO 的 所 有 极限 点 都 位 于 САУ 内 。 因 而 在 n, 
АУ Л V m = 2 ЕЛКА, 
ВРА ORC ЖЕНШ, CURE 
G) oiae) 
存在 并 且 属于 札 ， 它 必定 是 阶 数 不 小 于 3 的 极点 ， 因 为 二 阶 极点 
邻 圳 内 的 委 线 结 移 同 这 里 所 退 到 的 不 同 ( 见 8.2 节 情 况 (4))， 由 
РАР В АН, 而 了 又 是 最 大 的 , 故 可 看 出 象 域 2《T} 
是 由 临界 轨 线 , 中 的 点 以 及 TL, 中 恰好 一 个 点 所 界 成 。 
HEO 在 工 中 非 单 时 ， 如 已 所 知 , #(5》 是 周期 函数 ,并 且 基 
本 周期 5 必 为 实数 ,因为 否则 ЕС) 将 在 C 内 亚 纯 且 局 部 单 叶 . 可 
假定 5 太 于 0， 则 由 了 于 2C5 一 gG) 推出 总 一 如是 周期 。 可 进 


TER £C) Ж (0 < ваг РИШ, бабо) ев (2o ba w) 
ER m (0 < ol < ер(—2аа/ 的 } 内 单 时。 忆 此 具有 一 个 到 如 
= ан, ий 


e s= 4t) = o (1 Co an) 
EH 
б) оде — ap o — E E. 


IS z ~ 8.(w) J o = 0 ЫЙ g.(0) 邻 域 的 共 形 映照 ， 故 8.C0) 
是 一 个 二 阶 极点 。 SR 8CT) 一 АСЕ) 是 一 个 二 连通 区 域 ， 且 由 
临界 雪线 ,有 限 临 界 点 以 及 该 二 阶 极点 所 界 成 

(с) а= — о, 8 — 十 co 的 情形 与 情形 fb) 对称。 

(d) => —оо, 8 < +оо, T RR IE RH, E (I) А 
BF, Аат (b) 中 所 证 ,两 个 极限 


д КО 
均 存 在 且 属 于 m. OLTA ARAA ЕН S PLURI л, 中 的 点 


ET 


йй. 7 

Ж «QD 非 单 叶 , 作 与 (b) HERRER n (e) 在 一 个 环 
内 单 叶 。 故 С) D-EK, H дет) 的 两 个 分 集 完全 由 恬 
REEM П, 中 的 点 组 成 , А z 


DAR (DFR 
Æ B3 d 


2. ЖТ ЖП ИА ЕЗЙНЕ. RATE SDR-— ek X OLA 
53; п, ра ИЛАШ), 

AER CCC\O 由 临界 轨 线 和 临界 点 界 成， 

ре айын, HM 


[5] eG) — [VO а 


Tec ВЕЗЕ ЗРЯ, JE c 为 (关于 00042) 的 一 
BR LES eG P G ЗОЛ AKER R ШКО DRR 
BGE EBE. HORT > 0, 若 函数 
E Сх 
e 4G) — е (££ | VOG) da) 
Жс ЖОШЕМЕ—Л SERLBL E MERCHER: e GO 把 6 共 形 
RRIDU o АЛЕК ДКС HRR, 
ОТО 


+18, 


#—#. ДОНИО ЕНА ЛИР Ае НЕВЕНА, асай 
TREN EEA 5 iig. 
ауы RS ikat CARE, pus G "Bea. 


megas 
И йа q иез арыр, таа 


E: алана RA Ра 
分 集 。 庄 于 内 有 有 限 多 条 临界 雪线 , ОРС АИЖВ 
R. EERTE AHARIA. 否 刚 必 存 在 一 点 nE Hy 
АКИН, G) 不 适用 。 

由 定理 的 假设 , 情形 (i) 中 的 Ga) 可 以 排除 ， (tb) Я (с) 0 
WETEA E (T) RER z (T), (d) ИШИ SiC, ЩТ) 
жй e (T), РЫХЫЙ лт, wD 
нун Р (T) Re). 

DIEE Dn HERB R2, 53 a WEARI TERI ЛАА 
或 者 是 封闭 的 , 或 者 以 s АЙАЛЫ C PRINT U, BERU 
不 与 丁 何 簿 密 域 相交 ， 如 上 而 已 看 到 的 , 点 a € 下 不 可 能 位 于 环 
域 的 边界 上 ; 一 个 二 阶 极点 不 可 能 位 于 映 域 的 边界 上 ， Ж» 是 阶 、 
арз, 它 和 不 能 位 于 圆 域 的 边界 上 上 ,，“ 的 一 个 邬 域 恰好 
被 ”一 2 个 端 域 ( 可 能 客 一 些 带 域 ) 所 收 著 的 凡 言 则 可 从 5.2 节 铺 
Ж) m 的 讨论 推出 ， 定理 93 最 后 一 般 的 断言 在 本 节 有 开头 
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的 讨 沦 中 已 得 到 证 明 。 

ЗЕ ЕАС 中 的 二 次 微分 g (as. КЬ 
EG 中 的 一 条 壤 若 当 曲 线 , 它 不 包含 2(z)de HERRA HEH 
ARSRANEN, та ЕТО ВНА, BÈL 
的 每 个 作为 轨 线 弛 与 正 交 轨 线 弛 交点 的 顶点 是 常 点 ， 于 是 在 这 翌 
и-майл = x =. 我 们 用 ! 来 表示 内 和 角 为 i 的 这 种 
顶点 的 数目; Е Е И ВЕЕ АВ, NE 
l6. 

ЗШ 82 在 工 的 肉 区域 及 中 „НАШЕ Р REIP +! 
=> 4, 

W 设 单 叶 医 数 (5) (mi > 0) BUR H HoN i — 
个 非 项 点 的 党 点 ， 则 

Q*( = СОСЮР i 
TER зня, AX L н RC IETE SUA E, w90) 
可 经 反 滨 延 拭 为 尼 内 一 个 亚 纯 函 数 . 

设 如 E 有 对 应 于 工 的 顶点 ms。 ARIES ODD 
o MS EUR ORT: 

着 两 条 轨 线 或 两 条 正 交 轨 线 交 于 m 则 如 是 常 点 或 零点 ， 若 


ЖИНА Р а, Й зе 的 内 前 为 = 时 如 为 单 


FA NRA TE DHRRA MAE a TERAM GER 
点 


因为 二 次 微分 Dr 在 С\Й ЕГ 2p 个 极点 , 且 因 为 co 
“是 一 个 常 点 ,从 引 湿 81(8.2 节 ) 扒 出 2p + E 4. ; 
SUN 8.3 设 [10772 лаар. 老 
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хыс лнн 


RRMA TE ERE DICH RA АЈА ЯД ТАЛА RU ERST iR, 95 
Xp—0,D «NIBÓEEZRHEGOIRAGBEH. 53) Hnpdbsp AB A 
8.2 推出 :因为 若 = 11222 0, 

aa 84 iR QGOde UU 全 内 无 极点 的 二 次 微分 ， 


ЧЕ айат. CORET EA WX GAS, Bc 
内 无 极点 ， 所 以 只 需 排 除 比 如 说 * — HERRES ESA GD P, 
ZERO EH RTE. 

在 这 种 情形 ,是 包 含 一 个 常 点 ws 因为 由 引 理 .8.3, ГАНЫ, 从 
z RUE AD LH 88 Hae ТОБЫ =, AHEZA RAZERI 
次 ， REGI вай лане. ` 


E 
(8) TC) SIKE), 

这 表明 在 度量 下 , КИИ ААВ. 但 
是 如 果 G 不 是 单 连通 域 或 包含 一 个 极点 ， 那 么 如 我 们 在 图 8.1( < 
ШЕН, Б-КЕ, 

jk — REBUR IRE E ВУК (1935) 用 微分 几何 的 方法 首先 证 
明 的 。 : 
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“证 TTE CE BW wO. ma ЕБ rE, Ду 
ЖР z c 因由 引 理 8.3, r 5S L G = 1,2) DUET zs; 我 们 可 
Аш C, T DER LU L, WRM ERER. RRE 
REH ИНДЕ PSXCER (ДШ 8.4), ` 

如 引 理 8.4 所 表明 的 , Ж, e € P, 过 ww 的 正 交 轴 线 在 两 个 方向 
ERA Оба В НОГА ARET 8G. 由 引 理 8.3 它 不 会 回 到 
r. 昔 第 二 种 情形 因而 可 浅 到 这 条 正 交 志 线 上 的 一 BUR. TOR 
点 w ET 和 ww'E€ c 外 全 位 于 互 内 .。 

设 # = 1,2,**"， 因 为 只 存在 0(z)as? KARSTEN, I 


BA wai 1, 2,77, & 7D TA ORNA T EREN 


Tiy… -Ti 使 得 存在 从 wn Bl C 上 的 点 e; КЕЗЕННЩ B。 这 些 
ДВОЕ Н ИИЙ ЖИ EH ЕЛЕЕ Н, Hur Ho BUE we 一 
m, 且 == LE wm, Bum Ly ' 

зн, ^К, ржанне, н, 的 边界 由 Ta。 Ва, 
Вл, С-В C. HR. ARV O) =н, 认 解 析 , 由 柯 西 
积分 定理 有 


IN + fa U f 一 j. VO) dz = 0, 


Qd? E г, 上 大 于 零 而 在 В, 和 В, БМА H 
utr) m | aca ene мод а 
Ta ск 


<| VIZO idal = сә). 
долана QUIZ MEANA MR 
10гә) < T > КАСА) 


a-1 


«24 3c) « T eie) 


= 
Juni S ЖКА —ИЖАҖАИШЕНЕ ЖП, Ф л — 00 即 得 到 (8) 
R. 


242. 


ыч 


Pinsang} Einn) 


图 15 
+ 现在 我 们 证 明 。 难 以 处 理 的 稍 密 域 在 志 韦 上 比较 重要 的 许 
EL EE IRE 
ERSS (ERER) Ô рве ЖЫНЫН 


有 限 多 条 ， dari BHAT: "o б< оо о ЕУ 
ж ае oc HARARE. ЗБЕ оок Г, ОКЕ :将 参数 化 . E 
六 是 过 z, WEZA. 由 党 点 z SETURON TO OUR, NEE 
th BESSER Г, me TC T" , 它 岂 了 的 交点 在 T, ERES, 这 些 交 点 
可 记 之 为 =h Kaa r — 90), BITE 
AHILA sa т, T z, ЯЕ z, RIS SECO T(a, >), fir 
ЮЕШ (a, v), U Gla, v) НОН, v) EHE SER TC, 
»)UT (а, >) 的 内 区 域 和 外 区 域 。 


Æa.. # 60,2 的 一 内 第 为 二 而 另 一 角 为 —— ^ 
=, End, Wi r2, cC 2); ЖРА 


+ =, WII(2,3)CGQl, D. ERMEE, RAE n p lË 
z€ PO,2)9E BACE 2 BJ 8k. E.M LEERE, C, 
2;) RU Иб әл) 都 有 一 个 内 能 为 二, 有 一 个 内 角 为 ELI 
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与 G(m,n,) 8321.55 HO n) 相交 。 

我 们 断定 存在 无 限 多 个 *" 同时 属于 GG 02) HO m), 因 
ERITAR al 一 3 6) m < n < ++. < m ER POR, 
s) 是 СО, n) 的 一 条 模 截 线 且 TCns, т) 是 HG, m) 的 一 条 模 
截 线 ， 这 些 横 截 线 把 C, n) 和 H(n,, m) 分 为 四 个 不 相交 的 车 
SKRAM. MASA 8.2, 知 其 中 的 每 一 个 都 舍 有 一 个 极点 , 因 


为 在 每 种 情形 。 到 多 有 三 个 内 角 为 二。 


fal = 
Y BERE PIT CRAS UE ROMA 


(a) (0«7«1) 


H а? 
19-2073 ^ 


(5) G= (e C,r>1) 


© (= + гу "m Ge C, m2) 


LRO 是 一 多 项 式 。 RER (а) = ЖА (2 4 Yae y 


[Q] 
MARAEA REFERRER. 
3.1 Cz)ds? EÊ ilg SUY EEO "п + 20022) 阶级 
Аааа 


ВЗЕН HIR. го füco ККАН вачи Z = 
GERE 4.3 节 中 定理 4.5 的 证 明 )。 


84 ”容许 集 与 容许 函数 

1 首先 叙述 适用 于 本 章 的 下 列 假定 与 记号 . 

ж оор 是 马上 的 二 个 二 次 微分 , ссёю 9, шж 
必 G 由 有 限 条 轨 线 弧 和 有 限 个 临界 点 组 成 并 且 

G) асс, 

GD G 不 包含 单 极点 。 


EE i 


Шс 为 (关于 0 (0) 0з) ЖЕ. SUC UE c io 
Ж. 
设 G 是 一 个 容许 集 ， 如 果 函 数 Ке) EG РАЕН. 
G) H ecm 100) ~, 
G) K6) 不 包含 一 次 微分 的 单 极点 ， 
(ч?) 若 己 是 附 数 >Z 的 一 个 极点 , 当 #s 与 时 有 
iG) = z+ OC — Y). Š oam оо, 
К) = z + о), 3 aco, 
DL GO 为 容许 函数 。 
# (ш 是 一 个 容许 函数 。 如 果 在 G x [0.1] 内 存在 一 个 违 
续 函 数 忒 r。:]* 对 ze G 有 
102,0) == z, KaD = /(л), 
使 得 曲线 
а) Cuin, 06261 
wE 
(*) Жалеп, C, — {а se emn, CN — 2, 
G) 对 € б, С, ЖА EUR, 
Git) 车 与 是 一 个 阶 数 >>2 的 极点 ; 当 = „ЫЯ 
а | o yo), 
2—3 аф — а 
og 100 =f =e GË x = о), 
WE. Ei. GU. Gi), Gar) R: 
de 0,60, (й), 3:0 c1, 我 们 没有 假定 fs, 7) 在 G 内 
нп. 
AA ARs RRN АЖ 
Jag + Уу" £D 


在 7.2 和 ?7.3 节 中 ,我 们 研究 过 5 ЖЭНЕ 
PCA) = (ee oa (п=—2,3,---) 
` sise 


ВОЖАИ AT RRRS А є s 满足 谢 非 尔 微分 方程 
EOY D = 
(z p) 2 E- AY" = (t), 
三 在 t| 一 1 上 有 4D 22 0, REN T, o. LS ЖИЫН ЧИА 
函数 Н) о — 2 个 系数 ma y toa AREO (7.3.9) 33), 
ЫНЫ G 一 多 D) 是 由 位 于 二 次 微分 


o - (5 Tur) аё ` 
а Бажа, ITOKE 0 ААТ н 
ЗС т, = 0)， 在 20 至 多 有 一 个 革 册 点 ， 此 外 没 
有 其 他 极点 ( 见 8.2 节 问题 9， 因而 Ç = (D) РХ, 
ж.) Ж s 类 中 任 一 函数 , 则 单 叶 通 数 

Та) = GG) (z€ G> 
WEKO = 0, ЯШЕРӘ (2) 的 容许 函数 。 最 后 ,由 于 
G = &(D) 1 (6) = 2(D) BARERA, FEMI UG B 
一 个 周 伦 ， 它 各 特点 固定 并 在 中 处 不 到 8 人 入: funis iQ) 
到 和 配 等 映照 的 一 个 容许 同 耸 (对照 本 节 的 问题 #12), 

个 如 对 于 某 个 给 定点 t, 0,7 TEE IR 

PIAI — ХСС), Y. 
TRREUEEXT. ШЕЙ Н — И) 具 有 二 阶 极 
点 的 二 次 微分 . 因 对 于 浙 衣 的 函数 p € SA) = (CO RERE, 
dub С) ШЖ 762) 一 BG GOD 不 是 容许 范 数 . 甘 而 必须 限制 谈 
类 函数 是 满足 G) 一 =, E. = 周 定 的 那些 函数 . 对 3 的 这 一 子 装 
确 能 导出 一 个 谢 非 尔 型 的 向 分 方 泪 ， 但 本 忆 不 讨论 袜 类 蒂 有 边 值 
条 件 的 汉 孙 最 大 值 同 题 { 见 Grassmann 1973), 

和 现在 来 研究 具有 一 个 到 重 等 歇 丫 的 容 许 同 伦 的 单 辣 阴 数 。 

ЕЕ. РЕ M= MU) 
8 с: 在 Счд, 


E " 568, Ca 本 可 代 之 以 在 Cur, рыз с„, 同 伦 的 一 条 内 


216- 


BFR С С) < оо, ДЫ o fn a — Ka) Ж 
БЯЛА Й DC) MD Cw, WE DED e), 并 使 
9 D(s) 和 РЧ) HERMS IATA DS) 和 D*Ga) 40 
长 度 小 于 工 的 曲线 相连 楼 

WEDL). MEERE S: абз): 0 <; 8 о(0) 一 
а, c(1) = z, SGD(z,) B 1⁄(S) < 1. ЕШ C, 0 э оС), г) 
表明 с, 在 (лп, 内 同 伦 于 —s + C e (S). БЫ EBE, 
天 S) 同 伦 于 一 条 连接 a, 和 ftz) B (Т) < 工 的 曲线 TL [EIS c, 
EET 忆 = —s + с}, +T, IEA LoC C) < (С) +2, 应 
а-нан зац, 

BUR ЄП, FEBR Со) 不 合 除 s SERESA, 由 
b G) 09), TARA x 25.56932 ОСо)сс 使 得 

对 se 005) Сус (а). 

3BR86 дап, QUE UC REFE: 对 
зе 0С), APEX z B] ОВАН Г, RUÀ Z SL CO ОЕ 
RAE LLL RHET. + L. VG M SO 内 局 人 于 С. + 
(3) u= U ш) 

чєл, 

证 省 所 是 二 阶 极 点 ， 刚 容易 找到 具有 上 述 性 质 的 UC) 

DC) ACTI з, 是 一 个 阶 数 ">> 3 的 极点 : КИ s 0, 于 是 
000) = ааг" hac am ens, 

让 在 a > 0р > ERSO [+] < p RE Р, = (rr а) 
< a il) B LB AETA НЕА Жа о ЖЕ 
平面 内 ， 这 便 推 知 (对 中 73 市 定理 2.11) 函数 


LOL GEO 
单 叶 。 «ор, О 
жө} IGI >к, 
итв. BIO IE О ERES RUE КЕ, 000.) 包 告 一 个 以 


DE 


в ре K| st дио D2. 

另 一 方面 ,由 (її) f) — z + 000, и 100 o o Bet 
人 于 或 等 于 Ras Ë, RERED. 故 对 充分 中 的 有 
OJE DICO). FEU = FONE. < p) жег 
ЗЕКЕ, AX 0 АЗА БИЕ ИКЕ P S R, 
ЗЕН н (им), c, EHE? D, ARMS 

由 单 信 性 定理 推 知 

[vo TEIG 
a Гу 

因此 ， 
o j| voga- | epa 
其 中 在 c, 和 了 上 W 0 ior Scie e e ПИЕ z 点 重合 

记 
б) A ~ | voa. 
《比较 (1) 式 ) 在 一 个 属于 r IS o AA RER en ЭНЕ 
下 形式 的 一 些 家 达 式 
[6] OG AG. v OG) Ах, 

ДОА — I ООС) FG) —/ 909 ТАС), 
因此 我 们 约定 : 

G) 在 《6) 的 第 一 因 式 中 , VBC 的 分 支 逃 取 同 积分 (四 
АЖА. 


FERRA (O 与 V 0GD А, 
引 理 87 гах w Ж s ARN Г RH E 5 5 


py Tu P — LORINT RAT 0, RI 
0) © BO). 
证 ”此 处 必须 应 用 多 连通 区 域 Cun 的 万 有 覆盖 曲面 F， 设 


E 


$(e) р — (e| <I BUR F. ОШ 
(8) Ot(w)aw — 00960) Coda? 
是 DD 上 的 一 个 无 极点 的 二 次 微分 。 BACT + LI 
жп, дают 0 每 条 曲线 4-(C)CZ 是 闭 的 。 因 此 定理 84 
38 | 

Igs (657077) > los 677), 
因为 出 (8) 式 , 一 条 曲线 的 8* 长 度 与 它 的 象 曲 线 的 9 长度 相同 ， 
ш (7) 式 ， 

定理 86 жга, г 在 ёш, Вет г, 
©) (у> кт). 

证 BE б\т рев r sn Г ВЭБ АА, Gear 
TÈR Г ЖОШ n UC, WaT ft —B + яг + B ЖЕ CNE, PRO. 
因此 由 引 理 8.7 (L, Li 退化 成 点 ) 有 

slo (r) > nlo(T) — 2198), 
车 除 以 4 再 令 #~> oo 即 得 (9 =, 
жа. вл WIG) 在 容许 集 GCC Lun 是 存在 -个 居民 


me туу > (C) 2M. 

证 设 M 按 引 至 8.5 选取 . 若 a, a E ГӨШ А, Ma, 
TERR СЕ бп, BUE Cu = 1, 2, f „(су < 
M. 因而 由 于 闭 曲线 了 十 64 — (7) — сє б/п, Rae 0, 
于 是 从 引 理 8.7 推出 (10), 

定理 88 к ж = Ñ x€ U (LG) 
式 ) 且 是 从 nA ТҮ 


GD to» wakan, M Jo ds. 


证 BBIE s.s, EE 的 雪线 弧 TCi = 1,2) 使 得 
ELE 


m (уды 
б) nf VEe бб, 
таза L, RE 4 ANE), EE BU 3E И 
TSA Lu LIO) ERES T a, + 
BASIE 8.7 Cu R «i ӨИК ЕЙ 5; RUD), 
ww. 
аз) (T) К), 
BATERIE 5 б: 
ttr) e | I piae |p, ase | Idas — |, Von, 


点 эз зу, s ЕРНИН. 因为 D MEVURAT 
Гот?) 5 C12) я (13) 式 于 可 推出 结论 C11} 式 。 


回 и 


ааш ега аа ази RU ПАО БИРИ E È 
的 一 些 简单 的 并 下 府 加 。 这 些 浏 列 潜 风 对 于 一 般 系数 定理 的 淡 儿 数 应 用 ( 见 
23 ов Т. БЕРЕТ f 站 容许 集 6'CG Elo DURER 
代替 应 用 于 1 EE RERO, AUD R ЕВЕ RH ACERA- 
因为 6' 比 6 可 以 办 有 更 多 的 分 染 ( 见 旺 з). 

Cardio h ES B G — A(0), € 7 0), Р = (n 1). REF 
在 px [01 PRERER (e, 2,8888 
‚ Къа) = ts KEL) = HOD; (sr) = OKIKI), 
Ke, EGUS, (кє DUI). 
34 +-э0 时 :关于 :一致 地 有 are s ríe ry]. 

2р гдкенокохтюв. 进 吕 的 插 小 分 做 单 锯 通 且 至 多 多 合 
п, 的 一 个 点 。 训 证 存在 一 人 到 便当 映 用 的 容许 局 伦 ( 往 意 : 对 © ЫТ, 
W EHE is S e PUT BUR ИРИП). 

3.8 1 ЖАКИ Ж 6 内 的 容许 函数 。 假定 在 在 函数 玉 *, s ЙУ 
ayl ази 5. САР 2 PD382508 АИ E CO, E5) 和 GiT). 
ЖЕ deu СС АВ r 在 с 的 限制 只 有 一 个 到 全 等 英 昭 的 容 许 
MEC, Јака 51 PD. 


+250, 


LR LOTAR Оте 恰好 具有 两 个 二 阶 极点 且 无 其 他 极点 。 设 
是 容许 集 ， 求证 = 内 每 个 容许 函数 共有 一 个 到 后 等 陕 限 的 容许 同 伦 { 很 定 
(zzz = "dw: Bof) ay. ога). 


85 Шир 


Жатва: OWP жб Li iioc C ЖИЕ; 
СТО Со) А А ЛАВИН АН АТВ, R 
їй 8-4 节 中 引入 的 约定 G). 

我 们 来 估计 在 共 形 映照 六 j 下 9 面积 ( 见 3.2 МУ Ж. 在 
下 一 蔬 中 将 应 用 这 些 估计 来 证 果 珍 朋 斯 的 一 般 系数 定理 。 

1 首先 证 明 一 个 下 界 估计 。 ЖА 


à 
о) fet - j, AGO! Gea), 
e ach = |, Vo (seo). 


X359 эра неп p SAB бш fiai 


a Ask) — 406) 
>f], соате со ana T f reast 069 an 
жоксуз ADR D DERE с рт 
ds. 
证 {4) Bncoa &— igi ak 
o i-o [epe 


ERREK R — E + m: mm < E < ous ñ < n < ñ) 的 内 部 , 故 
(5) 1. {p (p: Rel — m B < EE) TIL 
ЗЕЕ АСЕЛЕ). 过 z < НЗ ВК Гн) Җи 
ED 及 G6 Lu 
ВАВ нас, HoBFME X (827), E 
eae 


б Am- NICA 


лон) = || ооду бог, 
Жон CO 24831 
(8) АКН) — 4009) 


= fL asco тосо ао + || coco — 1900129. 
作 代 换 + — рт) AIRAA 
e роет no | cron | 1] at)o 


= fe Golf(r(e-(e, + 80))1 тред + 0н 


这 对 不 一 1 和 大 一 2 均 成 立 。 Н OREX La ERE T 一 
eG) 得 到 


аш 2 || deco — 01069142 
2|, COTEI год Diet 9G) del 
Жен Im | / PG) de] > 0, 


MERAH EATA G 的 假定 。 则 ENG. Е 88 
弧 组 成 。 车 用 这 些 轨 线 划分 巴 然 后 把 各 部 分 的 识 分 人 加 起 来 , 即 
知 (10) 式 在 一 般 的 情况 下 仍 成 立 ， 

(b) 由 整体 结构 定 温 (8.3 30, б E IRB „БЕЙ „ИНА, 
ЯРИ ОНИ ЗНАК, 对 定理 8.3 中 排除 的 两 种 情形 需 作 一 些 显 
而 易 苑 的 修改 ， 

设 G, 是 所 有 环 域 和 闻 城 的 并 集 , 在 G, HARAR J: 界 
成 的 二 阶 极点 s BU DAR, 并 设 G; 是 剩 下 的 集合 。 考 让 G. 中 的 一 
个 二 连通 区 域 ,用 一 条 正 交 轨 线 弧 连接 它 的 两 个 边界 分 梨 , 所 得 的 
OE HL ЕЙ (а) 中 所 考虑 的 形式 。 因 为 T(e) 是 闭 的 ,了 同 伦 
于 恒 等 观 照 ,从 定理 8.6 推 知 loli] 2 Io[T G1, ЖШ (10) 
式 得 到 


«252. 


an [оосо — осоо >, 
дни (8), хш а EE Eds —# ШЕШШ 
分 集 上 获得 的 。 由 于 该 桥 线 不 影响 画 钠 积分 , 故 由 (11) 式 得 到 
(12) AGD) 一 4o(GD > ПА Go) — 1? ро 140, 

《3) 式 中 的 后 一 积分 是 0, 因为 J 是 闭 轨 线 . 

FH С, BUENO HEAR, fea epo S A, 
FEDERE (a) ВАРУН SUMUS -ARA H, Pt a, RI os Ж 
分 大 使 由 (5) Жей LTU. UE (是 所 有 这 些 区 城 的 
FR. ADBA є m, OESTE АТНА, ЖЕЛ 
BARE CONC) HORBHRATEP deb. CU 组 成 。 

将 定理 8.8 赤 用 于 从 s D | as GO R Г, 3E h (54.5) 
式 得 到 
(13) IT GO] — ГС) 2 ReAC QD) — Realea), 
ЖОШ ЗЯ b H ta k КИЙН yok te sedentes, 因此 从 (19》 
kit t= 1 3 k = 2 # 


an {ш — лесно 
>2 |, вА dd 
А 
— 2|, ваб) 042), 
Lg 


Ех а 
Л ЗА 2, 币 在 第 二 个 积分 中 取 1, 即 
BARET 
as) «(EL + f. касым Dar], 
其 中 яп, Зн YTRE. 由 约定 GO (8-4 节 ), 此 时 
积分 与 OB a UR OCA. 
район (8), CH R (15) 56 33488 ИН ЕДТА) 
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чө) 4000910) — 060 > [| doc — oca 
HE |, аслана), 


Кин / ТВ G; АРА; 我 们 已 用 到 了 后 一 被 积 函 数 在 位 
таа рее J, rh lip 0, 

С) ТЕА EE C ЛИШИ: Ed mA 
Ой, за ГУНЕ, EPS ЖЕНТНДЕ Pei, ЫШ 
ке 的 结论 (3 E ih (12) 式 和 《16) ЕН, 

Знав ж» БШМ. 
ал) AEDA) > || oco — 171000140, 


证 ШЕ G ЯНАВА, ЖАШАН 
有 限 从 临界 点 。 因 此 只 存在 在 限 多 条 入 线 与 8G 相交 或 从 Ta 出 
ж. Ыван е Bo 由 整体 结构 定理 该 从 其 有 
SFER: 

(в) BES B В, Съ t RS 

(8) 每 条 与 ваяв ib GT в. ЗН B 内 不 
FENDA: 

(т) BNB, EICHE URINE 0, 

设 =e Bs 从 zz 点 出 发 ,在 两 个 方向 上 以 8 长 度 : 增 过 * 虚 的 
BURN ИЙ tn RE ou, э] 了 的 每 个 子 集 EER 
(Q8) XXE, х) = Ж EN ns 2a) 的 元 素 个 数 , 政 0<X, < 2, 
对 互 不 相交 的 集合 E, 有 
a9) x(! 5. jo X xS о), 

E 
(29) Ef = i Efi suh A @}— d ДЕ, z) = 0}, 
比 8.3 TES e EM ,> 0. B, ЕЁ ДИН (е 
s 23H ег. ДЕ И ГВ, BEDR w, 和 wa їч Q REGIE 
mom, ROW 


(De 


Q0 AlE) = 0 = Aol E”) = 0, 
并 进而 断定 对 C ESSERE p) 有 


ол) ПЕСОК 


= (+ 52 g(2 19149 
= ff. ФО П В, а) 10140, 


FIRIR 21а, 和 si— *-; 只 是 局 部 定义 的 情形 相反 ,请 数 (а) 
+ (е) 和 (Es) 是 整体 定义 的 ， 

现在 假定 是 开 集 , ЕЗЙНЕ T Жа ЕП B。 上 的 一 
个 维 太 利 徐 营 。 故 由 维 太 利 徐 盖 定理 (Natanson, 90 页 ), 可 选取 至 
аа реси вА 


(кпнд\ Uw” 
БЗР. НА (22) Но RE AERIS 
оз) INCOLIS 
- jl. ex, ( Uw'"n Bo» s)10120 


m a [| me tl, 


1&i«2,8m0HAT (19) 式 和 (217 式 。 
HE (23) Н ф(х) 一 1, 即 得 
(24) Ao(CE П Во)") < 240680 В) (¿> 0), 
T2049 ИЖЕ REENIRI ТПА E 0 ЯКЕ (24) u 
RE. 
ННЯ (8) 78 СЕП BC Bos 故 从 《23) 式 我 们 还 推 知 


[f eoo ес-но но <2 |], voo, 


从 0 到 7 积分 该 不 等 式 并 且 在 左 端 交换 积分 的 次 序 即 得 
eise 


e» ff. CET, обоа) оао < || scololao, 


设 给 定 s > 0， 则 存在 G 由 B 的 一 个 开 地 集 了 ,PCG, 使 得 
ABAF) « e. BEDRA ABNEY) < 28, Ж 
FC) — [=é Bui (so s-r} CP}, 
则 BAFCGOCCOBNP Y, sti 
Q6) Ao CF (1)) > 4o( B9) — 25. 
I FEES, ЖП FO 是 Be 与 一 个 开 集 的 交 . dk (5) 式 对 
ЕПВ, = F(z) 也 成 立 。 


i oto обо — [D rco, nm 


{еса = f, toco rona 
= hT], 
AHT, C) 是 e z, LADAR 9 ze F(z), Rome F, 
2.€ F. WBSISEST, 


GD f ебден) — IM = эт — 2405. 


因此 从 《25)《 取 ЕПВ, m Fr), рб) = }обя)), (26) IQ?) 
ARH 


ff to iota > (1 — HP) sano — ж), 
To т 
жет +оо Фое DR 

[| бово — D1o eo >o, 


由 于 ENB, ЯЗ ERU ЖЕ, H3 8.8 的 结论 即 
8i 由 等 式 


А 400168))—4(8)= 
5 


f], e-i? || 6;,—1)1014а 


2. MERO EBUDERT ALEN ` 


DPR Ya ARERI m. 
АК) — As (6) + 4960) 
=- X (nb, AVIA e 


т 
1 . z. 
каа AUD А Goa). 
Жон ТЕА 
证 15 < € n. ҢЖА;СЕИ;С С Й z; НЕГРА: Б 
定 广 位 于 加 的 内 部 . Ж Ну Ж h A А; FUSE, L; 是 
A oae 4, El o; € J; Ж) H, Е, Ну 一 FAL; CIR 8.6). 
我 们 去 挤 下 标 i REH ES ОС 的 一 个 分 支 .对 固定 
Wb E Аа}, SEXE 
(285 ES |, Moa (EH. EH), 


та L, А RI ELSE] L LORNA p, Ce) 和 
mp- (z) ,下 满足 关系 式 
(29) 9-G) = opi) +e (¿€ C), 
Rahe зщ y 是 情 数 阶 极点 时 为 1， 当 = R eb TR 点 时 为 
—1, 

FERRAR СІЛ MAR 


(30) uff, owa = zi fL (ao 
-(- BLZ eode. | Фит 


一 (|, 一 j, Jr + op (o) — pilay) 


EI 55 x; RADEI" = KD ORTARA, Не 3 
RJ 55 42 BBC. 8440105, 我 们 选 到 H* 中 从 < 到 
+257, 


a — Ko) 9888688 L* EVM AAEE L + Cu, 则 对 每 个 
в J BR C. HET AE Н HEK в р РЕ HU = HSL ра 
ЖЕЕ о Яп J (a) НИНЕН. ME 


GD 9 j VOD (аєне, дене, . 
D 
бз) AQ -[ VEO ee (GD. 


L* 上 的 极限 eiG0 对 同样 的 和 = 也 满足 (23] 式 。 因此 当 
H.J. L. e CEU Не, J*, L^. фе 时 (30) 式 成 立 。 着 从 这 
ADERS GO xz, ERE 


G uffa 10102 f] Loue 

=-| stint + рав o riu) — es G01. 
жй (32) 式 推出 
oo jerit- | раде) 

= | (a деду | абра) + | (айе — даф). 
从 (32) 式 和 (29) 式 及 关于 9 的 相应 关系 推 知 

[рау ra") — +G), 
因此 ,(33),(34) t Ов) 式 意味 着 

оз) AEN — аон = m| AI Bar EG лч 
我 们 已 重 新 引入 下 标 BERRUUPRBNANEL SIS m 


8.4 节 中 的 约定 (iv) ,WV O WLAIOD IUS BUR XO WE tO. 
最 后 ,可 记 C = (Gn B)U ОА, Ж BEMA 4; 外 部 的 


KR. Ж 
Ке) KG) = BU UHP. 
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Ж ACCN В) — ALB RARE 8.10 的 结论 可 从 (35) 式 经 
ЖЕНЕМ. 

4. 最 后 我 们 综合 上 下 界 的 估计 ， 得 到 与 恒等式 (44.33) ЗЬ 
但 具有 更 一 鼻 人 性质 的 外 计 。 扔 作 本 池 开头 记述 的 假定 并 采用 记号 
DRG) 
взи Еа s f OWC 8 QUAE prov 
й 
(36) {Re а, aava] AG Ai 

dm j^ н 


>z „а {р Go б) — 197106914 + È a Có), 


жерл фиш C AFAA, 
证 HEE SS 和 810 推 知 
(з?) aute + f| G- Dolan e SLT, ала 


€ Sin |, CReA 一 aW esci x |, A gas, 


这 一 不 等 起 等 虱 于 36] 式 。 BROCTHAL IST Td, BOUE 
38 85 的 估计 只 是 对 某 些 特 殊 的 曲线 证 明 的 。 现 在 把 这 章 击 减 记 
为 开设 (37) ж, Же Л GNR. 

设 上 万 位 于 五 的 内 部 。 荐 R 是 天 和 和 万 之 间 的 二 连通 区 城 , 则 
由 解析 的 格林 公式 及 (2) 式 和 (1) 式 ,有 


Go ii saa tf, баа J|, оомо 


H 


一 人 OGY reo — Vac) vua 


> (|, tco — 0ле сді, 


由 柯 西 积分 定理 ， 在 (37') HAM J; TRZA J. dus GTy)* 
(35) 式 推出 《37) 式 。 


E 


注 вови НЕЕ H, 一 2 的 情形 也 是 非 平凡 的 。 
86 Юз | 

Л.Е оа?) 在 和 的 某 个 邻 城 内 亚 纯 ; 我 们 先 引 过 一 些 末 
身 与 二 次 微分 无 关 的 定义 , 设 

A 
G — sy G =~ у 
A # z о 

BF e >> 3 GË: z % o) z 22 —1 GË z; = оо) НИЙ 
形 ,并 令 


0) s= +]. 


5779 to ае со, 
а) 4) = 


Жл 是 偶数 ， 


2 

2 
1 great, 
RORI E n RT ORERE R 


En o ATEX 
dotwa t iib Amain (а = 2m — 1), 
4 hu) 一 
(0 бтн) es e + Aasin m dn imy 
35 z = oo 定义 


Asm rmn dud, (ú= 2m — 1), 
G) ко ү 


—Аамеы—* ++ 一 Agni m Aya (nimi), 
2 
由 留 数 定理 推 知 
O (ha) ESEO — «есд 
-FGG — 09801,» 
ДОВ MENAR z 使 = ОТЕУ. 
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ЗАТОЕ BER SU E CR E| e i aymi Васа 
ERAN: 

引 理 89 j= 一 Aw) 是 m ЗЗА „= (O PRIH 
Xu. $ ， 
(7) 4*6) — aC (9) (Y, FPO) — ФСК). 
СОЗИНЕ "(o RES, EUR 
i5 FF um) = рО," e). 

证 不 妨 设 m 一 0, BUR — EHRUECRR ФО) 可 表 成 下 列 形式 
前 映照 之 复合 : 

G) ло 90, mm, P) ms 

G) ъ= оо, m= 0, фи) = 1, 

(ü) a — ял — 9, фе) — ме + ЕСУ 
第 一 种 情形 是 平凡 的 ; 第 二 种 情形 容易 经 计算 验证 。 故 仅 限 于 考 
BREG). ids = ф(ю), o (2 一 67 0D. ШАРАН 
斯 规范 {37 推出 
(95 (а) — ш == Ф609) — т) 

— (G) — в) (a) БО зае) = aM am EO (um), 
(е) 满足 珍 肯 斯 规范 、 因 为 I 
lw) = Аддае + --- 

Ж (9) 式 推 知 当 # 一 2m, M 
(10) атар аа, 
ЗН, CO) SURE (7) 式 , 因 о < 2m 而 有 

Оа) — eMe) 

= 4C) — ородо) (оу + ооо (1) 


= GG) — «G0 Ig (ш) + О(1) 
зрна BUSES BL НДӘ w 一 Q0, RNE 
GD [mt evt = (at) — Gas, 


* 351， 


T RO (6) 式 和 《10) 式 推出 (8) 式 。 
MERHER n — 208 s ао) Ham —2 (I m 
= 0) ИЕ. ЭНЕ 
гах + akz 一 so 二 mate — n) .省 z это, 
a» i= lar а am F (es Ж zo = 0С, 
Hopaso, 对 每 点 sy， 设 C, 是 从 = 到 JG) 的 一 条 曙 线 使 得 当 
sta M C, =} НИШ. 


а о дса вако, 


пз в 7 77 DM 
Ec oP вас 
dE MERN. НЕЧЕСИ ШЕГШ ОЗЕН a) = loga GE: 
一 bgo) EX 
аз) РО) = Аб). 


一 盘 来 说 ,从 上 下 文 知 我 们 所 考 虚 的 曲线 С. ЕНА Е (14) 中 
不 予 沸 明 也 不 致 引起 误解 ， 

下 述 引 理 的 证 明 是 直 榜 的 ,与 引 是 8.9 的 证 明 类 似 . 

3HREIO dos 是 一 个 二 险 根 点 . EIE ВӘ ВИТ 
ik сї = 00,2, RE 
аз) 20,450) 一 РСР"). 

2. 现在 我 们 可 以 来 正明 珍 肯 斯 的 一 般 系 数 定理 了 . 

ЖЭ 812 HO 是 已 上 的 二 次 油分 。 5 是 一 个 穿 许 开 
s 设 fe» got 


(16) P Кер({,0,в) 20 


Era 


о» эйр Ро = ав (а Б), 


Gas 21р Bits RATEN e — 1), 
E 我 们 从 定理 н, 招 该 式 写作 
1 1 С 
on DR 1191404. амо), 


чєп, 


其 中 已 置 
as) 10) — L| sto ае — | GA Gas. 
Pailt Amr 


ЖИ ИЖ S BUT, ИПА ИАА Р 2 的 固定 极点 w 的 
MRA e — 0 SERRE REPÉRER 

(2) wo еш), ample) 

把 二 次 微分 化 成 法 式 ( 见 8.2 节 ) ,再 定义 

GI 00) = OCD, PG = eG» 

B Сї = Ф (Ca). Wd (65.2) RE 


《22) Аи) = |, д = AG). 


对 于 充分 小 的 + > 0 EXGERIBUR lel 一 站 在 = 一 400 
FAR JG fE26 7. ds (1050, (21) fa (22) 式 推出 


оз) rue {ан D ав 
е 
= А Обо" сд», 


我 们 分 三 种 情况 讨 治之 ， р 
(D s Ж Qde 的 二 阶 极点 .由 定理 8.1, 它 的 注 式 是 
Фи) се? (= A) 
pa (22) fu (13) zX 
А) 一 [i du = eg*(u)), 


因 这 一 函 煞 在 5 8 MF h (23) 式 推出 
Qu e= D MEE wiwi MES A" dn 


"ED ri 


= (j7, 0*0) = Q) (r— 0. 


*163+ 


最 后 一 步 系 根据 引 理 8.10 而 得 到 . . 
(6) Rar E 2m 一 上 阶 极点 (m 之 2), 则 它 的 法 式 为 
(25) Ов) m wn. 
Ж (22) 式 可 得 
v orn уун 
Ао) = {аә = 070 
ete tret oap 


Hi B4 SAPE Gu*), — дыт» — 9 方 括号 内 取 零 
INIT EIE 85 有 
Q6) Ачи) m ит рабат e e + ats e ee] 
cafu +... i 

于 是 (23) 式 的 第 二 个 积分 当 : -+0 时 趋 于 0。 ЗКЕН И OR 
范 , 就 不 能 估计 这 个 积分 由 C5) 与 《26) 式 ,(23) 式 的 第 一 个 积 
分 是 

d 

xí, oim 

HT (25) Җи» и> 1# ar 0н (4) ARGUE 8.9 推出 
Q7) Lm) ~ (f, 0"„0) ~ 50, 9. 2D. 

Gi) iE a Ж in WBS (т > 2). 由 定理 8.1, 其 法 式 为 
QU gwy ы "n sy- - na 


PERF 
因而 由 (22) 式 有 
As) = fo (去 + i do 


а mex ap eas £2, 


1—m w 


和 (3 十 


TGRHISEE 89 E 83 TAE Gi) 得 到 
Q9) Aw) = wont re 


` 
F (af -3 a£) oo 十 ] + calet", 


Zn 


Xii ico КАНИ, д Оз) ARBRES 0R 
ето, 

从 (28》 和 《29) 式 ,(23) 式 的 第 一 个 职 分 等 于 
E|. rust ca. отв atas 
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+186 а зайн Reat, 


Жүн (28) EIE 8.9 推出 
(30) dir) = e. 9*,0) = eU. ua). 


EA осуш) юа сс) ато, 231b 
(18) д (20, (22, 30) АЗЕМ 
GD көфер» (|, (51710140. Ae коз, 
Tub RAM AEIUS, Get ODA, 
RE, Ж Ce) 式 等 号 成 立 则 GU ЖАМИШ ЖЕ, 由 
(851) Ы 
PED y jo =I (eG). 
BRAS (17) 式 ， 这 就 完成 了 一 役 系 到 定理 的 证 明 ， 
3 现在 我 们 园 详 细 此 这 论 一 下 等 式 的 情形 . 
定理 13 На E QS ара 


XR G, EG IG 2*. EN 


B Km 一 "a(€ G). 
[OE o, 息 含 一 个 阶 数 2m > + T E13 zo N 


G2) (0,0,5) = EN Asame e= tes DG 


其 中 月 了 记号 (@1)—(5). Ж om 一 0, 则 fs) == аа € Ga), 
ELT PR Sd 


Go С/С) = sp (aci 
LED 


Ж e — çG) 9 0 G042 ЖАК ud? 
证 “在 各 个 点 ae m ЗИ R o = o (0 = g(z)) 把 
родат AREA, 于 是 PEY = Ән). ESQ) 
= o7 (y) (17) 式 推出 | А 
Q*(* (Q9) ну _ РОК) реу ee 
Go ау рО e“, 
(а) 设 „ЙГ OH QC) 一 w-"， 由 844 DAE 
Gi, w) 一 w t afu + -- 8k GORA 
= (жеу. Quy] 00 + Qt 
В BARTIRA ot 一 0, Ж PC) = z, 因此 在 G, 8 FG) 
LA 
(b) ж E 2m 2> 4 И, 则 由 《2) 式 及 珍 肯 斯 规范 (37。 
有 
(35) Q*Cw) = (u7" + cu! Y, Cw) f w + айк" b nl 
Suh (90 式 有 
QC)" орен) fn) = есет + ear), 
ЖЕН 全 一 1 因而 经 积分 得 到 
(36€) POY "+ (а теа ОЗ. = —5 — оош, 


T 


(37) : 
ОТО СУА 
则 由 《36) 式 得 出 : 


GU Pt ee oe n 


应 用 隐 范 数 定理 然后 比较 系数 ,我 们 推 知 对 每 个 0,38) 式 有 唯一 
的 解 pi(w)。 pol0) = Б ЈА ` 
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Фф) — (1 — cum e but + sse), 
Er 02,2) EAFA e AFAR., EG) 8 (36) 
АН š = (m 一 1)a3， 于 是 从 《37) 式 得 到 
fO) m s b ater (ар — s) es 


feto GU Pn) m w, M. OO 起 经 简单 计算 得 到 (15,070) 
саи НОК МЫ (10) sth (32) 式 ， 

(с) 最 后 设 НАН. M O'u) m гот, 因而 由 《347 
式 有 
G9) TM UY" s= eru, 
Bub 84 节 条 件 G) 月 10) m 0, d PC) m ae + (а 
©, FEA (99) 式 推出 A — 1 лено 

log FE) ~ ioga, 

Gu (35) Ж. © 

82 二 次 微分 d о еВ, БОЙ -$ 

= G —1,+1] 是 容许 的 ,并 县 函数 

Кд Мену ао аке 


# G tir B R-3A Наар МЮ. H G=, 它 满 
REPERA. D (32) 式 a(f, Q, 00) = O TE A (16) ҖЕ 
所 罗兰 z 时 等 号 也 可 能 成 立 。 

定理 8.13 可 遇 过 考虑 整体 轨 线 结构 而 得 到 иг Jenkins 
1960c)、 下 面 的 问题 + 给 出 一 个 简单 例子 . 


问 "m 
dk) дире, Нар CD, RAPET G S Butuh abs, 
求证 对 每 个 MUR = 


D 原文 在册 第 三 项 系数 为 +318。 一 Et 
E 


LOGRUS 在 定理 8.9 和 8.11 中 ,等 式 

[бе - ior = ffev TTi ojaa, ыу = LKO ушу 

可 代 之 以 . - 
ff time FE -ау + Gm Уу ема, - 

PREE CORPER Pa (= с) (为 证 明 这 一 车 论 首先 注 

起 到 定理 8.1 中 otc) а, Ia ащ INIT 

sofas зо шшш. U Q Ç 


87 对 于 极 信 各 题 的 应 用 


”也 首先 改 窟 一 般 系 数 定理 使 之 便于 应 用 到 全 的 开 子 集 中 的 音 
时 函数 、 匡 便 指出 ,与 前 面 用 节 相 反 的 是 ,下 列 灾 执 不 能 再 施行 于 
EERST. 

REITE: Oar АО Е KM e 为 其 阶 
数 不 小 于 2 的 极点 。 ERE FG) 与 (x) ЖЕЗГЕ Н AR Н. G4 一 
ID ЖҮРЕ em HOD 不 含 0 (am 的 单 极点 。 而 且 . 
а) MG) = IG me (e€ m), 
FEH x [0,11 RARER JG a), EA 
Q CH), OKKI GEH) ' 
EM LGD B| 1G) 的 一 条 曲线 日 满足 
з) CCÓVL, (аж 5), Cs = Uy... 
对 于 €T, 及 对 于 зу 邻近 的 ,我们 定义 : 


(0 gG) = de 
ix ia = {2° Ë v=o; 
车-w 的 阶 数 不 小 于 3， 则 s 一 0, 特别 有 Са) = Р, 最 
后 ,如 果 coe 了 ,为 了 方便 我 们 银 定 
6) 3.090) = (00) = оо, 

这 些 条 件 推广 了 8.4 节 的 条 件 GT) - GU, 因此 可 以 论 及 


6 


IG) SIG) 关于 oí REO. + ` 


(9) Са) e Сау) (ok GO), 

C) ада О 0) = OC NI) 
hes) z 

(8) [1 Саз? = Qf Gf де". 


SH Тю) 是 关于 0060 的 容许 函数 并 具有 由 曲线 C, 
= Cri ВНЕ В R E ЗА ВАВ E VE. 
XHRIA ВМА. ME MET en 


C9) Он) + КИЛЕ жо, ГА 
Jp pm 
000) = 4000 — =)? + бау ар оз), 
g APR : id = о) 


SG) som 2 Hof) Me». 
证 应 用 定理 8. 12 各 813 二 fx( 的 和 0(oaiz、 在 一 个 二 
阶 极点 的 情形 容易 看 出 
e* Qn) = AT EOD. 
设 = 是 -- 个 阶 数 不 小 于 3 的 级 点 ， 从 引 理 59 推 知 六 一 fof 六 在 
wi €T Baw: 满足 珍 肖 斯 规范 当 且 仅 当 ] — fto] = fe fone 
在 = 关于 Одг WE o Be RU u B. 
` Ае От) = 20,0). 
Ë ORR HO) РО, ОА s — s A 


D 原文 误 为 QGé) = Ar e. —— АНЕ 
‹ DEKRA а=. PEE 
3) GROS fn) = (a), — Felis 


2269» 


Kp e (Y 8075 T z; зе со, 


+0(1) Ж s оо, 
ЕЕ siis . 
ay f =k) MG) h) ~ 
fi) ДО; 


n ко = a t o (I «y, 


115 
因此 关于 бо) ЮЛИЙ» JU) ЙЕ ob z+ 
Ох) — МС) НАСА) 所 满足 ， 改 当 且 仅 当 六 Qe Br m. JR 
我 们 由 (8.6.6) 式 经 简单 计算 得 到 


эф, = e(s * t=, б, z) 


fo — z+ OG) — 2105, 


=o], Ë m a0), 

这 个 定理 由 于 其 陷 式 特征 在 应 用 较为 困难 .9) REME 
关于 + 的 系数 的 一 个 泛 函 , T f — 户 达 到 其 最 小 值 0， 一 般 地 说 。 
这 一 泛 函 包含 有 依 粮 于 拆 个 酌 数 的 参数 。 因 此 只 有 在 一 些 简单 的 
情况 下 一 个 妆 定 的 极 信 和 疝 题 才能 单 用 本 定理 解决 ， 

2 我们 转向 (定理 8.14 形式 的 ) 一 般 系数 定理 的 应 江 . 首先 证 
HRA (1938) 的 一 个 结果 ， 该 结果 葡 含 1a| < 2 ORIS E 
问题 3). 

定理 $15 对 有 一 1,2，…: 设 
Qi» 169) = = + ама avast +... (lei < 1) 
RFS WJ 


GQ leals (кін). 
证 可 假定 „= js. 38 

ар Qa -wa 

出 函数 


М ms в mrs 


EE 


рй, EID ERWE, BI «oed, ats 
ORAE. Rub б) 式 推出 
е [= + ©] 

EB 9605) 还 证 明了 一 个 与 这 一 结果 类 似 的 更 深刻 的 结 
8. 

тез PA= tiy 
(09) KG) m sb boa + bpa le o1) 
RTE. MH 

2 

аз) DLE тажа), 


PAN- ехе сз ATE FERE 


DA «2, 
证 TRE ET: 


(16) QM == uw? duh, 
DE 
Q7) G= «1 еу = r+ тя”? 


К ABUS TERWKIR. Aa < 2k + 2 ( (86.3) уж 
HEMING, HA (9) 式 表 明 一 15. + i > 0， 这 就 证 明了 


. + 
USR, ЯНГЫ ШЕ А = Ол A = ОЗЕ |] < 1.16, < 
2 
3* 


为 证 明 最 后 一 个 结论 ,可 在 (16) ЯП (17) sika n == 0, 这 时 
шда? 在 0 点 有 一 个 单 极点 ， Е IGO < 0， 故 可 应 用 定理 
8.14, 

К-И (Renge| 1933) E ASOB ERE JL TEIG 
ШЗ ere TEH 1/4 389. 


ЫЗЫ 


定理 8.17 aclo,egó) парра 
з КЕШЕ 
GU араа RD) Qu 15а), 
ар, 

证 二 次 微分 
(19) Ow = — 

mun 
“(=—1) 

在 0 点 有 一 个 二 蛤 极点 并 且 以 x 个 点 《18) ARARA ИЖ 
Q0) ier 
dB DLE В NR [unl EC boo) G = 1,2,+..,я) EIE 
BPE. RHIO) REM, Еш (18) 式 可 以 应 用 定理 8.14. 
我 们 得 到 


EW >o, 


—Alog al 一 ~4k 
g lal ок [roy 


Жж а m LUE f 

ЗВАТИ ЕН LE RC A 
TED. GXUPSREDBIDEHE ILES SLE ESE T. НАНЕ ВА 
数 满足 一 个 谢 非 尔 微分 方程 ( 见 7.3 节 与 例 8.1). ХАНК 
Кр) 是 关于 某 个 二 次 微分 的 容许 集 ,然而 这 二 次 微分 要 依 球 于 未 
AIT SEE ВАНЬ fo. ЙИНЕ 8.14 于 沫 个 比较 函数 户 常 可 得 到 力 与 
了 的 系数 疝 一 个 新 的 关系 式 。 作 为 例子 我 们 来 证 明 格 垃 见 定 与 谢 
SEA (19556) 的 一 个 估计 式 ， 该 估计 式 我 们 痊 在 4.4 节 中 由 格 控 
下 定 - 谢 非 尔 不 等 式 导出 过 . 

定理 8&18 # FG): а he сех, Д 


QU lbs; < + 
证 ”关于 卫 中 Reh DRENE, XU Eget ЕО 
(22) e (ШУ (bs — BG) = e + ba! — bss + 4А — Be 


+a, 


EN 


Жр [s| 一 1 非 正 并 且 具 有 办 点 , B КА) 是 关 于 二 次 
微分 
(23) О(е)4ч* = (b, — wyda 
的 容许 集 (对 昭 例 4.6)， 该 二 次 油分 在 % 有 一 个 6 阶 极点 .可 假定 
Reh > 0; 否 则 以 考虑 一 站 (iz) RREO. BUBE h эе LET 
ж =, Jai 8.16 fab 1] < +. Lo 

BIG) T rot eee тийчи, 

QU GE G) = — + 0(67) (s— o) 
从 定理 8.14 得 到 | 
a 

{24) Re [Gh ma) th a] v. 
Жа 和, 草 等 号 仅 对 于 8 РАШ, 

BARI) — —є(—5), Дра = hse m b, ЖОЛ) 
中 等 号 成 立 。 这 推出 zz) 一 e(a) OP RE 6.1)， 其 次 进 
BIO 一 к), BARRA h < GRIE a = Bn = b, i 
JE (mb. 2 0. b, > 0,Ж (24) 式 内 等 号 仍 成 立 , XE a 一 
his 我 们 断定 gG) =G), BB EI нА 8, 
KEUSEAMUAM LV ша, нии», жащ 


f € 8g(4)， 放 由 对 称 性 推出 'e(L) = vB 
BO Б, = b, b= 0. (23) 式 推出 


5 Lh pyy 
(25) кшн iy) = (вка ) 
PENEN Lab, 
4 


而 在 1z| =E? — Ë + ES ES. MF G5) 式 当 


1z| 一 1 时 非 正 且 有 零点 ,我 们 推出 
(26) 2+ He th = 0, 


9273 • 


ЖЛ QSOOR, ИТАП ө ~ gG) 满足 


EILEEN 


zo 27 obe 
= i logz — 55 flogh, 
2 3 * 2 4 8 


ena к) 一 VÀ wie, £5 cd i, 
RALO = > 十 bac eo ЖЫНЫМ, RINS 
СЕОБЕ 


hamt, AE CO З тавин аво 
ъ= 1.6 
2 

ШЕРИГ ЕРЕН, MANNE 
ЖИЛЕ НЕШЕ ЖЕРИБЕ ИИИ. АЕ ЛГАР HB 
TELESEEBI HUE BOLD Ж PERO ЕЕЕ DESI ND ЭЕ НЕ, DU, 
BI t IS BURESE BERE RE — ВАТАНЕ СПО Jenkins 1960b, Dbrock 
1966, Schiffer 1952), MWH (Obeock 1971) MARET — 1-55 
ОЛОВ ААО Т BENAG, MAESE 
Я И ЛАНА. 


B e = 


& 在 下 一 个 应 用 (Jeakiay 127 ib, PFE RE PE s. 
我 们 研究 在 4.1 节 中 讨论 过 的 稍 形 . 
ЕЛӘ 设 f(z) 一 az + EDISI g) = z+ 
% + b + ЕА рур, E 
KDNK = G, 
Жа] < 6407279 ғо 0.877 Д] 


DUE 


- =s... 


Gr) td <2 lals 


IHRER. 


证 ”考虑 二 次 向 分 
(аву Обои 18 аай (а 0), 
Р 


它 在 9 НЕА он ЕА ложе 
Ж. a > 0,10 S AGER BEA RADEN AN (5.2 节 的 情形 
C40, оа 1 BEGUE АЛО, 8.3 35), 作为 唯一 的 一 个 有 限 临 
界 点 < 必 位 于 该 图 域 的 边界 上 ， 故 推 知 除 狼 线 S = (а, Боо) 外 
罕 在 一 条 过 单 零 点 “的 闭 轨 线 T( 见 图 8.7), 

30» (28) 式 得 到 


09) "T 


一 一 一 一 Г : 
aV wa гуа ор Уа Ме 
, ма i wma 
+= 


- uo = +o (L ) ES 


Nri 
其 中 Im cm. WS. УЙ T, ЭМИШ B UR н, 
{lmw* > 0) 而 T. ERE RU (ауа оу а), 而 也 由 函数 
(30) s*— 2 z + z£ ma т> ду 


А 


18 АМТ, + со) ERR {Imz* > 中 ,把 Ba kR 1—49], Ж 
€31) Ü« as 6x7, 

Wes e < 4 АТК S Co) — G2 эрй НАК а.о, 
TuBeg UAE 5 的 某 线段 切 开 的 T, 之 外部 区 域 . Н (29) 与 
GO 式 我 们 有 

(32) в (а) m s + (2) 
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Ж gez. 
Mw = fale) ADERE T. 的 内 部 区 城 .。 使 得 (0) = 0, 
f) 一 %， 因 该 区 域 是 贺 域 ,我 们 有 


а—ю 


Š E 
-5 di 一 一 dw, 


类 似 于 《29) 式 ,我 们 求 得 
(33). iV loge m Qi d —iy a ПЕТЕ 


Ма. E 
(9 « 14 «Di 
积分 常数 由 £0) 一 a 所 确定 。 我 们 推出 
(34) RG) = hear + 0(2) (z— 0), 
应 用 定理 8.14 于 函数 
ja) CED) ` fla) (єр) 


ко cem. РОТЕ) ces 


因为 IDNA = 好 ,函数 FGO 单 叶 .我 们 得 到 
G» 7 rf- Co 2 + a) — 9987 del- lal] =o, 


TÉ а -4 edal ‚Ийе (G1) 式 , 因 为 1a] < 6427075 内 而 


A (35) "n" Reb, < 2 一 as， 并 直 此 经 常用 的 论证 方法 即 可 导 
出 结论 Q7). 

642797 < |а| < 1 时 对 和 的 精确 估计 要 由 及 本 加 积分 .此 
外 ,在 珍 骨 斯 的 书 中 还 可 以 找到 许多 壕 一 步 的 应 用 ， 

一 般 系数 定理 人 也 可 应 用 于 多 连通 区 域 。 我 们 只 给 出 一 个 经 典 
的 例子 ， 

ik BC 人 是 一 个 有 限 韦 通 区 域 ,0,coe Н, 设 УН) EH rbi 
单 叶 函 数 类 ,对 该 类 函数 有 
(36) KO = 0, ] ш) <= za bas es 《在 z= œ), 

存在 两 个 函数 hhe хен) ,使 得 

CYCH) 由 过 0 09848 ERA BR. 


:26* 


CV GH) 由 以 0 ЖК ЖОНЕ, 


它们 可 以 成 为 极 信 问 题 
6» If — min{ СОЭ: Fe Ну}, 
(зв) ПСО == ла РО): fe XHY 


的 解 ( 见 Golosin 185 ED), CH) 是 关于 二 次 微分 ea 的 容许 
Ж ‚їп (HD) 是 关于 二 次 微分 — "de^ 的 容许 党 。 因 此 定理 814 
3881 7, Mh HIE C37) 式 和 (387 scitu — 8, 容许 同 东 的 存在 
将 可 由 5.4 市 阅 题 + 推 知 . 


A = 
LARRA f) = «(1 + sy 与 «усу YARIS 


de^ 
ws — a) 
Hp e a galr) С есту, АЛЕН 


stress GES, [s] m r<1). 
2.388 w — a) 2282 ШЫЙ 


FOIS IW Ges, ep = <D, 


э. BET И Зав (7.3.23) 由 发 证 明 对 于 f € з lal <3- 
+. 假定 清 足 定理 8.19 HEBRE. DORICA RON B endet Ар (r — 
etd 来 证 明 


giae 一 


|а]ж1, lale- 5-01] 当 155. 


САЖА, 00, 71, F1 6G, ЖЕНЫ +1 和 一 1 98 
ИОН. KEE KI) 一 z +a aant + {ЕБ AA, HI 
-= nela 
SIRAT G) = az + в yr. ЭЕ Ж ИЙДИ Z ARHI K 
-Kalas (Gresch 1932, Jenkins 7$ Wi. 
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FALE dh maux 


ЗН НР Н, XOU TERIS HERE 
TRO FIN JL PI Ek YR TIER БЕ CS e t EE 4 2 EER —— 
应 关系 。 在 这 一 章 中 , RHR RA rM RARE SOE 
续 狂 将 征 之 间 的 关系 . 

素 端 理论 给 出 了 对 于 一 地 悄 形 的 完整 的 撕 述 ,我们 将 在 正视 
匡 数 型 论 的 基础 上 叙述 这 一 理论 。 这 是 一 各 迁 回 的 方法 ， 在 教科 
书 参考 文献 中 可以 找到 许多 出 色 的 直接 处 理 方法 ( 调 如 参看 Col- 
lingwood-Lohwater 或 Ahlfors 的 《 共 形 不 变量 》 一 书 》. ADAK 
一 方法 。 是 因为 不 仅 每 一 单 叶 函 数 痢 是 正规 函数 ,而 且 它 的 导 函 数 
CEREREA; Dit E SR BUE S— RED RUR, 本 章 的 最 后 一 
PEAREN SENER SARRAR KLINKA. 


91 EMAK 
1C g D Па < 1) ATE RRRS 
а) mays ү ОО, 


E MITT 
它 是 球面 旋转 下 的 不 变 重 : 即 若 


CD 一 < ; =? (ce 一 
Q гб) ^ Eg (ee €); gG) $65 (e = 0), 


В.Д = LJ во) 一 IC, 球面 导数 在 球面 度量 中 所 起 的 作 
用 ,类 似 于 普通 导数 在 欧 民 度 重 中 的 作用 。 
ЖЭ у) T ha TES 


o) *— mp — lP) < о. 
这 一 拔 念 是 由 莱 妥 和 维尔 台南 引信 的 (Lehto anc. Virtanen 1957; 


+. 


《也 可 参看 Noshiro 1938 与 Harman 1955b), 
ишы 设 (а) ЕРТЕ eWl <1. 着 1G 4E 


证 我 站 пер ， 对 于 局 到 自 
atis SER wai (Ablfors 136 页 ), 故 
Gl = ашнен! € ü- ley). 
因此 从 《3) 式 便 推 出 引 理 的 结论 

马 韦 的 正规 性 判定 痊 则 (AHifers 218 ED 可 气 述 为 。 一 个 亚 
纯 函 数 族 正规 当 且 仅 当 其 球面 导数 局 部 一 致 有 界 - 

ЗЕ 92 Wk CO рие ЫНДЕ 


(5) 00) GC), тойа. "+в (TEINPEIE 


mk ERE. 
RELEET EM HARTAR Eh (5) 式 给 出 的 族 
EMM o = 1, 则 由 马 坦 判定 准则 知 
(1 — Isl 0f) => g%0) (|]<1) 
AJ KBR O Л. 其 递 可 立即 从 引 理 9.1 HR RETE 
推出 . 
每 个 有 界 解 标 函数 正规 ,因为 
(6) 41—121) & (Q DIO < wp ИСО! 
КЕЗИ НАН T T D Т ZLREDEREGE BUR 
3BRO gJ EDARI R M f(x) 与 Fe) WG 30. 
证 ENO RR PHONE кє S. Ml 
СБЫТ ОТ FAOIN — 11 
1+ 1 eei op 
县 由 定理 L6CL2 Ф) 11 一 1 — 0 RRAN., йаз 
3213 (02758) 


» 2e 


Q — Ie [HP < L q pal? 
(7) ТЕТ? < © [Ыр] 


-la- m £e «3 


Рб) | 
fil 


Tief (a) 也 正规 ， 

2. 一 个 基本 结果 是 正规 函数 的 最 大 楼 原 理 CLchto and Virtan- 
es 1959. AE Ea dos 

XU Ri di ОНА. 
(8) ap (1— lz (DF) а < оо, 


у |+, 
其 中 alsof) 是 方程 

к 1 
en meme) 
是 最 小 正极 


在 z€ BGN8 时 关于 UGO| 我 们 未 作 尾 何 假设 这 一 点 而 吉 ， 
这 个 定理 是 经 洪 的 最 大 栈 原 理 的 推广 。 另 一 方面 ， 定 理 9.! 是 远 


非 线 体 的 ， 只 是 当 着 在 9G\B ECOL D ERAH h, Ж 
们 才能 得 到 某 种 信 计 。 
igit s E (1+ DJ 对 于 < < ь bte 
‚<= н, iki oma + VIT а), BUS OU ROS 
ER 故 推出 对 于 0 < 8 «с ав), QD AXE TIE n 满足 


0 XL 
证 (0) Д SCORES JG, 其 中 pl) 是 D 到 D 的 一 个 


+20. 


适当 的 卖 比 乌 基 变换， 我 们 可 以 假定 是 一 条 过 :一 1 和 十 1 的 
1. 由 引 理 9.1 在 这 样 一 个 变换 下 款 = 保持 不 变 , 对 0 < p < a, 
RC c Уяа ds BS. д’ 志 天 的 角度 为 六 的 区 或 的 交 
C8 9.1». 


EE (10) 式 不 成 立 . 因由 (9) 式 和 (11) 式 ,我 们 有 110016 
< (6000), XE бср, WEE Р 使得 对 于 se G' 有 
П Sa 特别 在 G' IS 0) 无 极点 。 设 p 是 这 种 数 的 最 大 
者 (0 < # < B) ШАРЛ me BNBG 有 

аз = аре = ICG). 


fib NU CO Dye RIA ARE xo 一 іо < y 1, kK 
中 


a» . ^ un (z 一 £) 


2). 
x 1 n 
Фу i t= y bs + CORSA | 
йб 200 = до [2 ар LEE] ceo | 
由 于 当 ze ВТ arslU + 2) 00 —5)}— 2 —#ё› W D А# 
出 


"Hie 


та ts 0) | *aexp( — BP) 6. 
又 因 8G'NB'CBGNB Н (9) om (14) 式 得 到 
bu [261 < NM 1091 «а, 


因此 ,最 大 模 原理 未明 对 于 z€ G' 有 lgl < 2, 35H Ht DX 
我 们 得 到 


bz GY < n A daB zany (буе 92. 


由 于 HOW) = нА азу 5 
leg (Gy) — bg ОУ < —2bCtan ly — апу) 
(€ d). 


Фу, + 0 我 们 得 到 
„Г 2#__„,_21 0/4) 
a» к A] S » FO + 
男 一 方面 , 因 G7) = n, M, (8) 式 和 (13) 式 推出 


Тууж uu ea) «m. 
ao |29 ») | "оз E] 0-9% LO + У) еш. 
困 此 (15) АША 、 Е 1 

22 ер [一 (к +2 3. eS 
3k5s (11) ЖЭ, 0 =° < x. 
我 们 将 定理 9.1 应 用 于 正规 函数 的 序列 。 
ERS? GB.) ЖЕРЕН. 
an юр(1— 1810000 «eco (a 1,2, 7), 
жава CCD ig 


a9) damC,Z 70 (ne lg. 
及 
a5) таах 16001 o (279, 


E DEBERE fibus, 我 们 用 假设 条 件 


282 - 


dimf,(C,)—0 (n — co) 
代替 (19) 式 ， 设 wee j CC.) ТЕЕ 
£a) = ЦЬ) — mel LT + ufo Са) 
满足 (19) R. = f!) 亦 满 足 (17) 式 .因此 我 们 断定 
Enl) — 0, HEHEA Ca Gr) 的 某 个 子 列 在 D 内 局 部 一 致 地 
收效 于 一 个 常 款 ,可 能 为 oo , 


图 9.2 


证 ”假定 结论 不 成 立 . dB CIT) SAXIS BEBE SUL, PRI Ga) 
是 正规 的 。 因为 可 饮用 子 序 列 ， 故 我 们 不 妨 候 定 对 于 某 个 通 数 
1380, EPI E D A FORO — REH 
(20) fD fG) Ni n оо Bf, 

F rz ji 
Q1) ra= inis]: aE С„}—®1 (в оо) 
的 情形 ( 见 图 9.2) (18) SERERE so ba E€ С, WE la, 一 如 | 
一 rs， # B, 表示 过 a, 与 b, 且 正 交 于 .8D КЕ, 则 若 * 充分 大 
aa A ba Т ВУ = B, {ть < |z| < LE SARER E Е, BER 
到 CRTA C, ES REDERNE k. 由 (21) <, 
B. de C, ТАРИА В.В С, 没有 其 他 交点 。 

如 果 б, EEH AR В, 的 内 区 域 , 则 OG, == B, UCC 
D ik G,CD (1.5 ў). REA 07), 09) 及 定理 9.1( 取 8 一 


БЕШЕ 


max] lo)! < шах tot){ 0 (9 00), 


因 对 于 基 个 ” < 工 与 克 分 太 的 m B. (s < r) 相交， Ж 
E 


从 C20) 式 及 全 等 定理 推出 fz) = 0, 这 是 不 对 的 ， 

EB Сї) 式 不 成 立时 的 情形 ,对 于 某 个 * < 1 和 无 限 多 个 
п, Cs 与 {1s| < 7) 相交。 Qa), (19), (20) нен 
1G) = 0, 而 这 也 是 不 对 的 ， 

ESR CCD RPA (C) KARTERA 100 R 
SUESRUR баа, >r > 00а = 1,2, O FERRA e€ C 
及 对 二 se Co 有 » 


iG) -ce n— o; 


优 如 这 样 的 序列 不 存在 ЩН G) [rrr 

жее фанаа BU 

А AU CANI (Барс and Seidel 1961) 可 
以 夫 定 理 9.2 当 所 (2) = FG) 时 的 情形 推 册 。 Д m 0, 
为 正规 性 不 受 球面 旋转 《2) 的 影响 . 

WARIO (ee 了) ч сар REG еб, дле 
Ж—#ЛОАЖ ГД г-на, ЖАНЫ, Е 
于 es 了 有 

foe. st 
ЗИНО. E Tm но) 
RIIIE 是 一 个 径 向 极限 - 

жїз QOO ЕВ ЕРА ET (0,064 
И U tetas 当 191—0, 

MED Ce | 8р Жеф) t 1-0, ATE REER 
ё, 

证 显然 当 !-~> 1 一 0 时 在 8D EG) Зр. 
假如 有 了 两 个 不 同 的 极限 点 Б, COD, ATHER г RRT С.Е 
得 当 2 一 时 .damCs 一 |ë — t| 560, d QD 式 ,它们 构成 了 
НЯ), Ы э 矛盾. 

САРКЕН Е (Stolz)》 第 是 如 下 形式 的 集合 ; 


1484 


- {кЄ D: larei -t9)1 «3d 2) 


即 以 5 为 项 点 ,关于 [0,5] 对 称 , 角 度 小 于 = 的 扁 形 。 如 果 对 于 了 
ННЯ A, оС, EA 时 均 有 
Кд а, 

А JO) 在 点 Fe 6D A JE о. 显然 一 个 角 极 限 也 是 一 个 径 向 
极限 ,因而 是 一 个 渐 近 什 ， 

现在 来 证 明 ,对 于 正 疾 薄 数 , 进 命题 亦 成 立 (Lehto «nd Virtanen 
1957), 这 便 推出 正官 通 数 在 任何 一 个 给 定点 <e 8D 至多 有 一 个 
изн, 


证 (RIDERE =O, Eal, sa€ A, Bl 
则 可 找到 实数 序列 (5.)， О 及 + < 1, 使 得 
Q3) s = e, Фа) — E |<, э r0, 

Eo 部分 大 , 浙 近 路 径 了 的 原 象 p+(T) БИХ, KTR 
SIDO eZ T) ВЧ C。 使 得 diam c2 I Ba pA COTET 
趋 于 点 1， 于 是 
QUO так |а) = max |f) 0. (е 0), 

LI" irc) 


应 用 定理 9.2 FAR €.) 一 Ks G)). ЖШ AA 
— is|)gzG) << оо n 1. 0 1,2, 2 OA (24) ЖЖ 


ЫСЫ 


PERH n 一 op 时 在 |е < r A MEM p)» 0。 ЫҢ (23) 
RHH Ка.) — Ка — оо), 

9191 EEG CO) 一 exp [CE A/U 一 TE DATERA 
是 因为 AO > 13 IESU 23k p ОШ n CIE iG) 一 
со, SR REC DERE е 1, € DB MG | 一 oo 并 不 成 
HEAR O x0, AC] — 1. 

EDS ORE JOURS — z)) # D NIE, 因为 对 


Tarh саў, 8 п) o, ТТ 091, 


аге (1—2) = p ба| — t 


EE IT EE MI 3:0 
(25) s= sup (1 — DIPOL < eo, 
则 称 Са) ЭЛЕЙЕ} (Bloch) 函数 、 

H (3) s EAR ESPERE, 并且 可 以 验证 cxpj(*) 也 正 
规 。 布 洛 赫 函数 这 个 名 称 可 从 它 同 布 治 圭 常 数 的 密切 关系 得 到 说 
ВАСА, Landes 1929 或 Pemmercnkc 1970). ABEBE, A 
ЖШ LI a 
paes, MA SISTERE TUS qI Tre i 
Ов) IG) = cg С) + KO (€ D), 

证 (a) ЯҢ) 具有 (26) 式 的 形式 ,he 5* 则 由 引 理 13012 
+8), 


G= DF < Je) — 1e] 


LACH 
Ae se 


GED), 
Жор 是 布 洛 赫 函数 。 
《b) EZ ËO 是 布 洛 灰 西数 ,我 们 考虑 医 数 
Оозу amfi еә RD KO ge we ts 


+286, 


可 知 (26) 式 成 立 ( 取 * — a), t B. 


a — lal |Ë roa а= 1900911 Gen. 
故 由 定理 6.76.3 H) A RES, 


ELSE TG RABEN, KEA 9.3 AHE БЕШИ 
等 价 . ТЕЛЕ RRO, RAHETERA — AR (Anderson, 
Clunie and Pommercake 1974), KH REAR EW E 66 КУ 
в. 


(в) ша араш, ›Е] <<о, 
“е 

жара ТЖЕ А, 

(29) Em sup din(f(z) , E] < co, 
2A reu 


AERE — (lo | < т} R E — BR。 我 们 便 知 , 5 e ORT 
PEL RR [G0 | 或 Taf GO 保持 有 界 , СААРА 
ЭНЕ, KERIK (MeMillaa) 的 结果 . 
ар ст, Оо) SORGE MIA CRUCE. M 
存在 rs 4 有 
(30) de[fz,), E]—00, sal (0-9 00), ү ой 
如 定理 9.3 的 证 明 中 所 作 的 那样 ， 我 们 把 z。 表 成 (23》 式 的 形式 
HREM ECDAT) EAN nokt pe(C.) 1, ЖК 
GD gO) = LoC) — КГ 
E R th (25) ва 
En" pip) 
сево) = Gc Ie DIE фа Gem. 
从 (28) 和 (30) 式 推出 ， 对 于 гє C, Hotte) BI 
此 ,由 定理 9.2 š п 一 oo 时 在 |s| <r ВЗЕН go(s) 0, 5 
网 由 (31) 和 (23) R е) = eo 及 br] < r ВЕЗЕР. 


6267 • 


LAESA: D PEU: DS ERI, 
з es (+ 


SER Жатва t E iy 5 
Ко) m NO) (йу + “ер (ж) (ceu g ez), 
LERBO ЊЕНЕ Еа ТЕ B < HER + SRP GBR Pt 
ADA Ha) = ов (в), R LOL TI DAE TD GR AC) ЕНЕ 
一 个 其 有 固定 的 非 欧 半 经 2 > 0 Дайр DIEA ER). 
5 AEBBIIS REIR RISE 
We = 66) + EKI — [е]! 
[= Ries. j E 
йг, 
EL gu = ар (90|: z € Р}. 
s. = È яз". НЭР FRA НАЖА ЕСОН 10.2 


8 10.1): 
ffl) +8 ер лах [X «ul. 


Ace nen 
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.4 我 们 想 要 用 一 种 共 形 不 变 的 方式 来 紧 LARERE 

С. ЗП 2, 通常 取 闭 包 С ЕЕ САК 

ИТА ЗВ Е, ВРЮ РЕВО t 

ER POBRES € G, Ji 86 R — Е. КИН 

полита RNC HERI —ИЕ И. IR N ta roo E, 

ЖЕРАВНА. ЖУО т 
ÆR] (Carathéodory 1913) ,但 我 们 作 了 其 些 修 收 。 

СБХ, cc《 G， C 的 楼 巷 线 5 定义 为 如 内 的 一 

条 开 项 当 缴 ,使 得 С\С 由 8G 上 一 个 点 或 两 个 点 组 成 。 若 5 是 6 


EI 


LEE ЕЙТ 


ВАВА, cox С, Д GNC НЮ. XE wama 
TarC，, 另 一 分 集 为 ExtCy oo € ExtC. TH. 
GhnóüxC)-G0B(EnCY- C. | 
. 为 证 明 这 些 结论 。 我 们 考虑 G SU D SSS Wa AR Эзра C 

ERRER а/а 一 12 D Pr Ar ict T coo SIC HS FUR, 
FEARR сри ооо DILE ME DE ke 
定理 (1.5 节 ) 推 出 我 们 的 结论 . 

CRR (Cu) жх мсн, ва 

G) DPrc, CTC, 人 一 1 2 

С) 对 每 个 4 С. C.a XT RER, LEY! 
+ c, 5 Cur 的 曲线 L.C G 使 得 diam — 0 (k e); 

(iii) diem C,— 0 (n — 00), 
З б.п CL — 4, 则 第 二 条 假设 当然 请 足 。 图 9.5 所 示 的 三 个 
横 截 战 序列 分 别 违反 了 条 件 (1), (н), Gi, 

如 果 对 每 个 都 存 在 相应 的 ， 使 得 
а) Int CoCIntCa，IntCuCIntC2， 
则 称 零 链 序 列 《C。)》 5 (C) 是 等 价 的 , 容易 看 出 这 就 在 G 的 所 有 
零 链 的 集合 上 建立 了 一 个 等 价 关系 。 我 们 权 这 样 确 定 的 零 链 等 价 
类 称 为 6 的 素 冀 (区 图 9.4). 6 的 所 有 束 端 的 集合 称 为 的 卡拉 加 
ВЗЯЛИ ТР Я ~ 一- 译 者 ), 

83， 


@ 


G e 


така ЕЖЕ НЕ (1913) 226 T ЖШШЕ ЖЕН. t 
RET ЕЖЕ 836 82 ран. 
23498 UE A— t> n Bier, ge) — оо, 


[CAR Wea <o, E ln e) 使 得 
《2) {гє Aile rl «s che (CC 
{ze Aila = 

ж = GUt{-- 若 P}, 妇 5 与 其 卡 氏 边界 的 并 ， 定 义 P 在 6 
РИС; л ADANE Ge Tot. C. AX 
一 定义 显然 与 代表 РЕЗЕ СС.) ен, E HCÓ BS 
IJ, ЖНГ G ЖЕ НЯРЕКЙ РЄ Н, ЖН ШР {ЕС HN 
W SURU ШАН ЗЕ Е G KERHA. ЗБ 
ET d EST RE. i 

Щщ z € АФ tym zÜ), Si se BA ЕХ p) 为 对 应 
ENT В. ШС БА ЗЇ ó EE PC 
ёки HEH C 是 紧 的 . 

2. 为 了 证 明定 理 9.6 以 及 接着 的 定理 9.7, 我 们 需要 两 个 引 
ж. 

HELM qi m ór + b H bez" d ЖААР, Ji 
NTIcocTRO«a«g 1s HUE 8. os 使 得 ` 

+ 250 


(3) furem esa fo 

TH 

e (| — DIgGOL A9. (141—1), 
Ш @)ШЁЕНЛИЖ А, 2 E 

(3) f (ft eee fo -o f вете) 4540 


<ç n” 2 

йг) Map, НЕК LIKLAR 15] 2 160 一 
DELEN E 

Ga ы (fecere) < to — Death: 

І |z| < 2} < 16=|b|'(e — 1). 

UTR RCEHERUDERET 8 0—1 ES Mri TET DU Ae GUT 
жи, . 

-(b) BEEASICRAESEIERET m 一 1,2，…… 
X< Data o 


由 面积 定理 (1.2 PAR 225 |Р, 收敛。 dx 


Ql — Ir GO Ciz и ава 


EI 


- a< у (ыж Ум U] 


+ 主人 lt 


由 于 最 后 一 个 和 式 可 级 适当 泌 取 mm 而 使 其 任 章 小 ， 因 而 鹤 负 (4) 
ES 

SIR 9.6. е EARR, 60) co RE < 0 < 2= 
Н ra — L + OG — 00), 如 果 存 在 9., б, 88 Oa > 8 — 0,6, > 


еъ 


оро 1,2, VN 
(6) 0. = (eh, rue) Ul rue :0, аду S б, U Cree" en), 
xi 100% ECA) ВЕНЕ зар 9, > 09-0), 


“证 ”从 СЮ 85] 
(7) (rn — Dmaxlg(re| < 82, 8,90. (0— оо), 
Xa 8 — 26250, — 1), 86 — ez, — 1) 5188 9.5, 
我 们 可 找到 5, < 8, 使 得 


MIT <s [чет = 
айин, > СА элс) ARRAN, AEN COR 
[есе «ер, 1) СВ ten 


20.) 的 长 度 ( 从 而 其 直径 ) 不 大 于 (1618| + 4) 因而 趋 于 
0。 由 于 长 民有 限 , (9) V(0.) ESRA TE ik KO) 是 6 
юва, 

定理 3.6 的 证 明 (а) ECCO EFE, B. m к CCL), 3) 
389.3, L/g(27) OR 1/1067) — с], e& GE DAEM. ^ 
C, H 8G 上 一 点 或 两 点 组 成 故 从 推论 9%.2 SE HAB, IH SA 上 


bie, 


D 国文 误 为 C1515| + г, EEE 


+292. 


一 点 或 两 点 组 成 ;因此 В, Ж А НЕИН ка, — z tC.) 

TF HDR BEA SEEN СЕЗЕ 5.1), SATA t Gi) RE 
出 diümB,— Am бати B.)— 0; НҢ diam (IneC,) 
一 0 不 一 定 成 立 ， 因 由 条 件 G) otan C Int RINE TER 
ñ Im 8。 愉 由 一 个 点 FE OA 组 成 。 亚 然 对 于 基 个 序列 (5), a 
一 0,(2) 式 中 的 第 二 个 包含 尖 系 成 立 。 一 

例如 (2) 式 中 的 第 一 个 包 信 关系 对 于 深 个 = 及 每 个 6,00 
BERU 于 是 对 于 * + 1 Нд, E te Tr B., {ИЕШЕ 
的 每 一 个 邻 商都 包 人 洁 s,— Aap, 中 的 点 ， 由 于 集合 8。 
连通 , 当 > ЕЙ ЖОМ. B. ЙЕ 9.6 中 所 述 的 缴 外 ,相交 3 В, 
dub. 又 出 对 集合 s(0,y=G 5 с, sU. 和 С. WHE, 
ЗНМ > 一 oo 时 有 damg (0,) — 0 我 们 得 到 了 与 条 忻 GO ШЖ 
ENA. KRENT (DA. 

(b) RP, P ANERE (c.), СС ARAKA СН, 
Wc UE Ca) 中 所 构造 的 94 ЫА, MORETE t 8 
且 仅 当 《C.) (02) 等 价 即 P — Pr. 特别, Rr C SRAY 
链 的 选取 无 关 。 

得 下 的 是 要 证 明 等 点 *e дА ХЫ ТЛ ЖЮ, 给 定 
te 8A, 我 们 可 以 投 到 序列 《re》, 使 得 引 理 9.6 ЩА o, WE 
ж шд, сї, 并 且 die (Gn фы) > 0, TRE С. = 200.) 
O= 1,2,---) У-У ВАА IMER G) m (ш). IR 
如 条 件 (ü) 不 成 立 则 可 找到 连 冯 9, 5 Qan Д ACA NIER 
ME diun 8045) — 0. 通过 取 子 序列 , 我 们 可 以 假定 对 于 ze 4, 
RAA 16 C,H осой (о) — о баю, > dish Gns 0.4) 

T 12) REEDE, ATS 9.1 RET 
ш. +E СС.) ЖЩ, НИЕТ ОР, KAO REN 
而 知 《 对 应 于 已 

3. рб) (ze A) IER СЄ Ba ИКАН) ННН Ce, 


D RRA tat B.C, 一 一 主考 注 
SE 


中 定义 为 当 ze A, x 一 二 时 еа) PORE BUR HE G. ыж 
AR Colf O ИТЕРЕ Ч 
бена; 35 ERR REFERED — „ВИ 
G) OCE, 0) d ea) a 54 oL S6 A, 
G) Саба, D = labeo iin) a M ri 
MERE, HAKERA HER (Collingwnod-Lohwater. 76 
ЖӘЙ, Ara) EFI MERER, RE -AAE 
ЮЖН Cle, 4) = Сг, 0). 
对 单 叶 函数 的 两 光束 你 集 , 我 们 将 给 出 一 个 几何 特征 (Linde 
lót 1915), ЗЕР R СВ, (C) ЖЧ РЛ, Ш 
ШЖ G), p = Im g, „Сас, Ш 
(10) ` 1 = ñ du c, 


作为 这 种 集 的 集合 套 序列 的 交 是 一 — „ЗЕН ИП) 
式 我 们 推 知 1(P) 与 代表 零 链 的 进取 无 关 。 我 们 称 IP) 为 了 的 
E3 . 

` ndez ЖОНЕР DEE СС.) 使 得 当 # -co 时 ,一 
labs liu oc COUR POER. 以 ТР) ATRE P OEE 
点 的 集合 ,显然 NPCP) 
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图 57 
Hi 9.4 启示 的 每 个 素 端 只 有 一 个 主 点 ; НОЕ E 
线 . 在 图 9.7 h, IO) 与 (P) RORIS ERN s 但 作 一 点 容易 想到 
的 改变 总 可 能 DP) = 1P), 
定理 97 (а 在 入 内 单 叶 且 多 co) = оо, Ж CAD Ж 


ET 


Эй РЕР ce дА, ni 
CLEE) = (P), C. (zt T IG), 

W G) ë (C.J) RERO P POSEE, 3 ae Cr p, MJ 
由 定义 存在 PE ER E CRM SCET3 
еа, ПНЕ n 和 充分 大 的 有 g(z,) € tEn, 
ЖЕЎ (10) BI ec P), 

B. ae HP), ДЧ А 716 Ing" (C,) 使 得 当 n 一 
OB] ga. 而 (2) Жш t Ж 
«Е Cg, D. 

(b) Ж ee C, (g, 6). 则 由 定义 存在 0, 1-4 0 使 得 当 * 
= gir) a, 3128 9.6 中 的 模 截 线 On) EA srat) E 
TRAT {а}. 这 是 因为 当 #= -~*oo 时 有 dim p(0,) 一 0。 我们 可 
BRUG) 的 子 序列 使 其 成 为 零 链 , 故 a € TP). 

反之 , 设 ak n(P B (C,) 是 收 策 于 (e) Е, 则 由 (3) 式 ， 
对 于 每 个 + > 1 及 充分 大 的 a, 67 (C) 必 与 径 向 线段 (t, rt) RI 
SOME ae Ce D. 

称 罕 端 P 是 可 达 的 ， 吉 果 存在 除 一 个 端点 在 OG 上 外 都 位 于 
срж, Š = ЕЙ], БЧ Ө С, 相交; 显然 
308 P «pA ЭН РИНЕ СС.) КЛЕ. 

dex 3 eG) А, e(o) — oo, ЖИР 
Th 707 


an lim eC) ЖР <> KP) 由 单 点 组 成 3 
a Jin Kc E <P 只 有 一 个 主 点 
4=>Р 是 可 达 的 。 


证 前 两 个 等 价 姓 可 立即 俯 (8), 《9) 及 定理 9.7 di ЕН Ж 
径 向 极限 存在 , ИЖЕР RAAM OTAS S E. S 
zn AE ACER в Tik, Nh (D) 式 知 正规 函数 FCD 一 
1/8( 7X € DD} 在 有 一 个 浙 近 值 ,因而 由 定理 9.3 (9.1 УКА 
数 在 5 有 一 个 径 向 极限 . 


En 


і Е PÁASERS L RT EJL ERE. В 
如 果 该 素 关 已 知 ， 那 款 推 论 和 3 给 出 了 极限 性 质 区 一 个 站 JL mtays 
fi, 

XCTE SUR E PAAR, EAN Piranan (1960) ЖН 
4f i (Cons Pres ДШ RUR SS F (Ошак) 
的 节 . 

fa) 是 

LIER к Жир АН Л.Р— йр] B [‹'®, 2‹'ё] KARKEA 

ЮЙ ЕЕН ARAE 0& 上 儿 孚 处 处 存在 . 
R.B т Жат та. БИЕ дА PER KB E Фа $E 
женаз, 试 证 明 对 于 € = AZ 的 某 个 素 出 Р.Н 
' KP) = п(Р) = da, 
ЗЛАТНА Н ЖЛ ЕР та ЖЕГП Ж— заз КО да Ж 
р е i ESI TM 
а.а € ERES CI 2.2 55) ЖЕННИ АНЕ. ЖЫҢЫ 
ERRA EEM EEN C) 在 94 Eg e — 38 — BM ЬН. 


93 BGB idi 


本 节 始 终 假定 es) dE А {isl > 17 内 单 叶 , gio) = оо, 
HB G = 4). 

1 设 ACCJERUM, mitha s> огр 0 使 等 只 要 
а, bé A B. |a — b) < š, РЕ ШШЕ WE 
а) 4 b€ BCA domB < 8, 
ЯК л 是 局部 连通 的 ， 

SER (Newmm 98 大 ), 集 合 4 局 部 连通 当 且 仅 当 对 于 每 
个 8 之 0 存在 有 限 多 个 连通 紧 子 侍 4,,"'' ,4 使 得 
(2) AmA UA damd, < 8 Cnm 1,7 n. 

зает юзини ER. 

这 可 从 上 述 的 局 部 连通 性 判定 靶 挫 出 ， 因 为 连续 映照 在 紧 集 
上 一 至 连续 , ЖВНЕ. 特别 起 每 条 有 曲线 作为 
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[0,1] 的 连续 映 象 是 局 部 连通 的 。 下 一 个 定理 表明 。 如 图 9.4 与 
9.7 所 示 的 集合 不 是 局 部 连通 集 . 
定理 98 下 列 三 个 命题 等 价 : 


Gi) әс BEEN 

Gi) E — Сб 局 部 连通 - 

аа 
一 个 一 一 对 应 关系 ， 

证 G) => Gi) ike) ЕД ЕЕ. ЙД eC) 在 A 内 的 单 
叶 竹 意味 着 OC 一 z(8A) (Ahlfors 225 Я), 由 于 BA KEHE 
EE BIE 9.7, erede (0А) 一 8G 也 如 此 

Gi) = (Bb OG 局 部 连通 ， 对 a, bE E, 91798158 
合 [4, 51ПӘ© 上 最 接近 = 和 最 接近 上 的 点 (如 果 有 的 话 ) 就 容易 
ЖЕШ E EE E e ER, 

Gü) > (i): 设 E 局 部 连通 . ATIRE G ЧЕЛ Р E 
ICP) 都 退化 为 单 点 集 . 从 推论 9.3 推 知 对 于 每 个 5e бА, r) 一 
BmgQ) 存在 ,而 这 绚 仿 着 2 (=) 在 А БЖ. 

设 以 零 链 《C,) ЖР. 给 定 6 > 0 可 以 找到 w 使 得 对 
Toa эһ, diamCs < 8, 此 处 BCO < 5 < в) 依照 局 部 连通 性 的 定 
XER. 因为 C, 的 端点 as, 名 位 于 了 内 ,因此 可 以 找到 连通 紧 集 


B. 8 
as, 5.6 B.C E, damBa ce (nZ 5). 


车 we G H |w а >а, MAF n > na š ө Sor B, 
UC 分隔 ,也 不 被 万 一 CG 分 陋 . 因 (BsU CE 一 В, 连通 ， 
从 时 尼采 夫 斯 基 定理 (1.5 节 ) 推 知 w 与 w 不 被 (HE.U CU E 一 
G,UE 分 隔 ， 故 mm 有 htc 这 就 推出 对 于 4 之 m, tC w 
— | < 9], 因 而 当 4 сої бао (10:С,) > 0, MAER (92 
1098 LP) 退化 为 一 点 . 

2, 现在 转向 讨论 gz) 在 DA ЕЖЕН. WA RERA, M 
R Aa) 不 连通 即 能 找到 非 空 集合 4, 与 4 使 得 
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a) АМа} А04, АПА, ANA Ф, 
Дйн а 为 连续 任 4 的 一 个 割 点 。 Wins З ЗЕ ВА 
兴 的 每 一 点 者 是 割 点 ， 另 一 方面 ( 闭 ) 著 当 曲 线 则 没有 贿 点 ， 

引 理 9%8 ӘС REEN ЕС) жее 86 RHOES 
县 促 当 。 不 是 бсан. 7 

证 (O нав КЫШ. вета. — жле. T 
Ф sO fE дА ЕДИН of 0G 至少 一 次 , 比 各 说 在 АЕН. # 
Ж z < z, #02) еа, 

BG\{a] = 402: z€ BA, z % E), 
BEREE ажа OG ROBA 

0) КНН C, EUR EG) — 600 — =, 设 
QJ SNC, CÓ АМИН. ЭШ (О) Ula) ЖА i a CT 
1.5.8)... И G, 和 G, 表示 其 内 区 域 和 外 区 域 ( 见 1.5 r), RU 
[o аб\{а} = (6:186) U (6,086). 

Жм ЖЖ aNQ 的 有 界 分 集 ， 则 гоо) MEUL Ж 
ЖЕН. Ж Eee. dE z(a), HA sAN Выд) 不 可 能 从 
好 由 一 点 。 BUR CELER CO 式 右 端 第 一 个 集合 非 空 ,并 且 对 第 
二 个 集合 也 可 推出 同样 的 结果 。 因而 (4) 式 表明 点 。 是 8G 的 一 
TRA. | 


图 9.8 
LE BAUR 9.8 所 示 的 区 域 . 诸 玫 纹 的 端点 及 三 
角形 上 的 点 { 左 边 的 顶点 除外 ) 始 好 对 应 于 一 个 点 < дА, KAR 
它 的 点 恰好 对 应 于 ӨА 上 的 责 个 点 ， 但 " 中心 点 "例外 ， 它 对 应 于 


DE 


8A EXER ANA EUR ENDE SSE BECK ИЛЕДЕН 
SUPTONDET дА 上 不 可 数 个 点 。 AENA RS AR Tide 
i. ` 

RRRS ЗЗА ЕВА АННО Hr үр Е 
ES 

E329 кушш 

б) б) TAIPA A ЯС ВИЕ: 

G) әс арчина: 

Gos ян ева, . 

证 вахо) D > (ш) BE. RB. EROR) 
жох, 则 从 定理 9.8 和 引 理 9. UH гш) А Вр. IA 
ERR, го 也 是 A SL C N-ARE EMITE E. А) = б. 

SERIE RR RERET — ROCA, 


证 zs PS а ЖЕЕ АШЫН 

#0000) — =. Ж 10е) 是 给 定 的 单 时 函数 * 则 函数 

zG) — OG —fG01* Gea) ° 
A HEARRAZR G 一 {(w — e) w € FI, 这 个 区 域 
THE ИНЕ. PI 2000) 一 oo ,从 定理 9.9 推出 e) 可 开拓 
ЛЕСЛИ, ДИ, Cs) SIHEOS АШ H й@—1 
M. КОЙШ АК 

Ма) =) *+ 1780875) 

EROS Hg] F НОУ, 

这 个 定理 可 用 来 证 明定 理 9.9 的 一 种 局 部 形式 (对 风 图 9.9); 
СЕС, ДЕМЕ 9.2 (9.1 节 ) 知 9 = (CO EAT 
йй. BE 4 一 8G NaCIntC) шад, 我 们 记 В 一 IAN 
90.0), 4UC 和 BUD EC Hol ER AA eC 把 BU 的 
内 区 域 腕 成 4UC 的 内 区 域 、 于 是 从 定理 9.10 推 知 eG) 把 一 
Жа 4 其 中 在 下 的 端点 处 。 我 们 是 限定 在 О 的 内 
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M o. 


Boris CELER PER SO. 
推论 94 者 96 ERER RM eG) TEED ÈI 
TITRES ` 
Hemos pog (Schoenflies) SES Ж 
кеб sb Mit Oo бшнк (el = 1R 7. 
AD EES AR ЕТА СГА, VOR. 
ЕЮ IG) 招 五 一 Us] ВЗА ӘС 的 内 区 域 下 则 
BEA 9.10 AVCO 给 出 万 到 下 的 一 — + RIS. 
“次 由 着 当 昌 组 定理 86 = 0F эй 
e ‚ PD m ЧО), Cla 0) 
Ж дл ЭРИНЕ, 车 定 义 ， 
. ase) = frg) (ore, URP < 25у 
出 由 (5) gG) 在 1s1 = 1 上 的 两 种 定义 完全 一 至 ,并 且 由 巴 
C EF G ITIN IEEE 
我 们 还 要 导出 一 个 单 叶 性 准 列 , 它 推广 了 引 理 1.1C1.1 38. 
推论 9.5 设 700 ЕЕН РИНДЕ ӨН, HERK 


E ARERI J N98) PELHA A mc 
Көн) = J, Воо KiC), tib 1.7 (4.5 Ti) RA IO 位 于 了 的 
ARAFA. WER 5.10 通过 将 著 当 区 域 刀 和 FF 映照 于 品 , 我 们 
TUBER Е — Н D, 而 反射 原理 《4hlfors 17138) 488 G) 在 
D Eit ca SR 1.1 便 推出 有 所 要 证 明 的 结论 . 


eame 


3- + (1.4 f) AA ER. Circ tle БН EGER E UC 
ЗТ T ЛИГЕ ЗЕН Я О Gaiu 1956) 系 用 包含 oo 的 区 
域 来 前 述 (这 一 条 件 的 最 终 形式 是 由 了 出 克 尔 提 出 来 的 ). 

RITE C sS ЕЗ (4) D-RE, MAREE 
WEEL HHR ë 一 35(#) [ИДЫ ER DAFEN e> 0, 
存在 3 D 0 使得 当 an, ba А, Н. |a, — Б. < s, 能 找到 连通 
ЖЕ B.M 
(6) а, b.€ B.CA,., dismB, < s (аә 1,2,5), 
例如 ,每 个 集 A, = (e: |v] = 1:|argm[ < = р А ВЕ 
通 的 ,而 序 齐 (4.) АРЗЫН, 

XAR» GRE $0 (a — 1,2,---) MEG dE A PUR 
时 在 互 上 连续 E3 g (0) = оо, E, = См (А), BS ы 
НАА RIS Er 
eC 2.00 — C) 

MEAE д р вза Н АРЗИ СЕ.) RUE. 

[MOL TOENETT TE p, WEA E 
1< |г] <I AREE, Gale SIC CE.) 4e iR RE B DUE: 
在 点 go， BS Е„, (ao 一 Bal 一 全 它们 不 能 在 E, 内 用 直径 很 小 的 
ЯШЕ, 

ЗЕ Lass dal NEA ВТМ, KER о, 
АЙНАМ. Bios 

зар [йашё.(0)1 < t& — an| ->0 (a — оо)” 


жин 92 G.1 节 ) 应 用 于 1/g, Q7) (€ € D) 推出 当 n 一 co 时 ， 
зер [diamQ.,] — 0, ARSE L,, = 2AN Tnt Qar MR. sup а] 


一 0, 且 因 (g,) 等 度 连 续 而 推出 
sup [diemgn( Lo)] 一 0 (a о), 


кже 


D SC B T НЛ es КИ" ЖЕНТ. 
ED 


В, = (lan, aP Ü) „(ОШ U) 8) EC E, 
满足 damB.— 0 (n— 0), К-КЕ, БЮ B, EB E 
а, Ej bn, ， 
(5) E X, iE CE -- 致 局 部 连通 。 对 于 给 定 的 e > 0 我 们 按 
办 一 致 局 部 连通 性 定义 选取 AO < 8 < e) B g (z) 在 到 内 连续 ， 
故 可 选取 ? > 0 使 得 


(8) KORTEST G< Iz|<z,1< |=) <2, 
|z — z”| < 2). 


Ж (7) ЖЕНУ РАТ К, 18,000) S< K (n = 1,2, 7). 
CS 95, RIER? > 1 使 得 p < 1+x R. 


6 SEG — Dhu La, 

ТОЕ Е EDS T m 使 得 

GO) iQ GE «S G< s| «2, n» ud, 

故 由 ($8) 式 推出 

(и) Ig(z)— (|< is Izd — In" р, 

ie — z”| < 22. 

Еп >т, 1 < |s| < о, ASIE 5.5 R (O RFEA ln Ke дА 

具有 

(22) arga — q < атру, < arge < агу, < мра + x 

使 得 

аз) ы aC) | ане La, 

并 且 对 с. зина я. ATA (11) 式 得 到 
155 ЭБА 


故 由 的 选取 ,存在 连通 紧 集 B, 活 合 
Q0 E), ETE B,CE,, diamB, < в, 


EE 


设 9. 11, РЕТШ, pka lU ре: аге, < 9 < агай}, 我 们 
JEU, д) 不 会 落 人 Ba URO) 的 无 界 分 集 。 因为 否则 点 
Eala) 与 oo ЖШ BaU go 91) 分 陋 , 而 由 于 它们 也 不 被 Б. 分 隔 
H (B.Uz.(0.)) ПЕ, — B. 连 遵 ， 故 由 此 尼采 去 斯 基 定理 《1.5 
PETRE СВ ULCO.))U Е, = 6,00.) UE, p B, FIS EC 
正确 的 ,因为 由 《12) 式 a € Шер, 

从 CODON 式 我 们 得 到 


dus (Bs 0,00.) < а, + dist, (Q5) а + 20 <c 2s, 


г. (6) 不 位 于 BURO) 的 无 界 分 从 ,我 们 输出 
Ја бю) — E) < Сн) — „бе| + (8900) 
во) Сора) — (GO! < 36, 

其 中 用 到 了 (1) 式 和 (8) 式 ， 这 一 估计 对 a > El p <a 
肉 成 立 ,而 由 违 统 竹 即 知 在 1e |а <p KERE ME D 式 中 
的 收效 在 天内 一 致 、 

关于 "可 变 域 "的 进一步 的 定性 站 果 已 由 如 拉 多 {Rads 1923), 
ШЖ (Markoievié 1936) MAREK (Suvarov 1953) 等 人 
给 出 。 关于 可 变 域 的 定量 站 果 在 应 用 上 是 重要 的 , 因为 实际 上 区 
BAKURA до; 见 拉 青 伦 捷 夫 与 沙巴 特 的 书 第 四 章 以 及 
诸如 Warschawski 1950,1952, 1956, Gaier 1962, Polansky. 1970, 


Е ж 


LR «сс 是 一 个 局 部 直 透 的 连续 统 。 试用 定理 9.8 的 证 明 方 法 证 明 
бүз 的 等 个 分 集 的 边界 人 局 部 连通 ( 托 全 斯 将 定理 ,多 沁 Whytur 106 DD. 

2. 设 с © ЖБ АЕН EDERA. AIFA E 4 位 于 包 售 在 4 
фе ДЕЗЕ зына 75 TD. 

занан С ЮРИК. B ts ra, з E OD 上 结 定 的 点 且 «1, 
du, m 是 C ТОВА АМАР А. 1АШШИЕЕ А-ай ЕЕЕ 
i Хр) =н, На) 一 w G = 1,2,3). 

REHAR (0) АВААД а ТЕА Ж. REN да АТААТ 
КОЗ cs eC) Е — BI — URL. 4, 

«203, 


БААЙ 是 具有 局 部 连通 边界 的 单 连 通 域 .着 给 定 aF Везни 
LONE (1) Æ FRNA F LER, YS ETE 
ч) = ФС) CAMRE ARE EA AO A ARA). 

бшнк. VIG) EB AWE Н ER, RECA) 
= ФР. 试 证 明 : f() 在 杏 内 单 叶 , 只 要 —— ` ` 

(a) (z) BOE wo EP 一 次 ;或 

(9) 对 зєн, f'(x)s0. 

CPólya-Szegö 122 页 ;对 局 推论 9.5)。 

TAE 200) (n 1,2, 4€ A PRI. g0) ос, alo) Н 
g'(eo)>0, BUE CAI z(a) ЭЯ ЖА RJ. у УЙ. 试 证 明 : 当 
moo, (=) # 五 内 一 致 收效 于 eC) 当 生 仪 当 存 在 户 与 了 的 参数 表示 
PAC) 和 g(r) БСВ ЗА aroki pk) # 1141 = 1 Е ВСР ФО) Ообо 
1923), 


94 ШАТ 


LAHR JCC ВНИИ САНИ), АВНЕ 
MERKE 
O) min[diam]', баа) < Klo! — w"| (w, w" € J), 
其 中 了 和 六 是 组 成 NUS Lu") ШИБЕ CAblfors 1963) Q) 
式 推出 了 是 着 当 曲 线 ; 我 们 将 证 明 每 条 氢 共 形 曲线 是 单位 园 周 在 
控 共 形 映照 下 的 象 ， 客 易 看 出 逐 自 光滑 的 若 当 曲线 为 氢 共 形 当 且 
仅 当 它 没有 尖 点 (左右 切线 的 灾 角 为 0 或 24 的 点 一 一 译 者 注 》。 

我 们 将 在 情 10.1 中 (10.2 节 ) 构 造 一 条 其 映照 函数 在 任 一 边 
界 点 都 不 共 形 的 拟 共 形 曲 线 了 ， 因 而 了 在 每 一 点 无 切线 (定理 
10.4), 并 且 是 不 可 求 长 曲线 C10.4 节 引 理 10.7), 

我 们 给 出 一 个 用 交 比 描述 的 拟 共 形 沽 线 特征 性 质 ， 这 一 性 质 
ЖН DI a 

引 理 9.8 闭 曲 线 7 拟 共 形 当 且 仅 当 对 于 某 个 正常 数 7, 停 得 


| >r>o, 


o юв = 
neni" 
8 J РЫННАН а, n шл, wor ER 


EE 


ET 


ELA Oi 


AE G) 设 (2) 式 成 立 、. HR нл 一 w'。ws 一 w^ 并 适当 选取 
mE P, wE Ј', ВП (2) 式 推出 


$ dangding” < È |w — w” diang 
< w — w" (lin + dam”, 


KAAT (17 式 * 其 中 天 一 o’ 
` 0) 反之 , 设 (1) 式 成 立 . 由 对 称 性 可 假定 Там — o| < |w: 
— | B. m 位 于 JN, ws} WERRIBEE. 则 由 D 
REH jw 一 w| SK ja — wil, IB. 
(3) [а | < Kim — wl RE las — wl < Kis — ed. 
在 第 二 种 情形 ,我 们 可 有 
ley — m| < |z — wl + dn — | < (K + 1) a — sd. 
因此 在 两 种 情形 下 《2) 式 都 成 立 ,其 中 7 = (C + ку“, 
乏 我 们 将 给 出 一 个 与 阁 隆 斯 基 不 等 式 (3.I 节 有 关 的 拟 共 形 
曲线 解析 特征 。 
设 0 < Т, (к) 为 3 类 中 满足 


(4) н<: GQ € o 
Ет 


WRR e РЭК, Жн РС, 0 1,2, 是 由 (3.1.8) 式 定义 的 
ЕЕЕ. RUBRA SSN GUIAS) 即 知 201) = Z, 

#192 (к) 一 十 … 对 于 某 个 p 芝 1 在 1z| > e 内 单 
Н. 应 用 格 几 斯 基 不 等 式 于 p"'8(pz)€ 8, 知 8€ xe. Ж х 
és ЖЭН. 

下 面 我 们 来 建立 戈 重 辛 不 等 式 的 一 种 更 精确 形式 。 其 证 明 类 
似 于 定理 33 及 其 后 边 的 注 记 . 

引 理 9.9 设 OSSI, Wigezo) 当 且 仅 当 对 于 nE A, 
т,єС(›<=1,- D RA aA 
(5) |> > туо EG) — £2) 


Fa m E, 


M р) 
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<= iren Ipod 


HEUS INE 
(9 G -— I< < [7 (al > 1). 
引 理 99. 表 明 ,类 УС») ТЕМИР ЖОНЕЛЕ ЖЇЗ. 

我 们 再 来 证 明 一 个 在 玫 比 名 斯 变换 下 不 变 的 性 质 : 

ЗИ 910 设 w(a 一 “二 bz” +... ЖАЛНЫ 
ER AEE 

bg (в И 

《7) h(a) = asd es - ado (s€ A) 
BT (к) ВЕ ces eb > 1) PRF 20). 

证 RLCA z, = eO. BI 
(8) 5С, D a 2. E (25) 

一 全 n An 


Za — 84 
FG) GO CY 


ө) y 
| *t-3) 0-3 
ЕВС), Докт н, Tua m —( Р), fu 


9。 根据 (8) 式 与 (9) 式 , MORY 5 ЯП REA IEIE- 
9.9 推出 56 2Cz)。 最 后 一 个 结论 可 立即 从 《4) 式 推出 、 


定理 $12 设 0<r<1,8€ (к), гб) FUE АШ. 


ЕНИ А RRR- det ШИА, 
证 ”类似 (104418) 式 ,我 们 从 (67 式 的 上 界 估计 推出 
QU  1gG)72G21 Каа OI« jl <2,ў==1,2), 
Жн К, {ЩТ s. EG) XE A БЖЖ, 
设 [C] = 1, Ret > 0,183 [0R 9.9 rh] z = 2, = (лу > 
D, == —nG > 1), v, = 1, ro —1,8821 
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A Tele Jc 


ap 1б) g баору 
сае Тата У 
<G D — D>, 
选取 о ft e, {88 | 
an [iela = Piece = i-i Cni. 


Bj Sr S e; (f = 0,2) 8 1А) 一 8 一 1 < 35, 积分 (11) 
式 我 们 得 到 

<a “сут Пв, — ly, 
由 (12) 式 及 C6) 式 的 下 界 信 计 有 b > +e оу гы -De 


G 1,2), TERI 1800 —z(—D = b > È (Re > 0) 
K, 

其 中 后 只 依赖 于 上， 经 旋转 得 

《13) абе") — eC ДЕГ (Z< < +), 


wur m JË J = 80A) БИЛЕН, o, = £n) 
G = 1, 4. ЗИТТИН GU dS p(s) EA dO АВ. 
使 得 eG = = (»—1,2,3), TXEEXETXA 5, а 一 90 
MBART 0， 我 们 考虑 由 《7) RELER A Qe). HELE 
圳 比 乌 斯 变换 下 的 不 变性 。 且 因 diamk(8A) < 4, ÆN (13) 8. 
出 
е — 4^. в на 
шуан юш — MA 
ACi) Afi, ,A (2 | 2. А 
ВС 10) — A(—i) 4G) — э 16Kj 
于 是 由 引 还 9.8 知 E— TL SE. 
3. 函数 wla) 一 wlzx + iy) {ЕТКЕ NA 
де __ Y {дї _,дш\ De, L {Ow ,Oe 
а" (5 T3 & 205. t 
їй 0<к< MR gE ELE САЖА, 并 且 在 了 内 


m. 


ЕЗ {ЖЖ SUR RECHT PEE MR. 
a4 |. o 20) к |2 gG] (€ ру, 


ШЗ: 2 具有 到 《的 WREN. 我 们 并 没有 假定 函 玫 在 埋 
Hs] 一 工 上 可 徽 . 

左 拟 共 形 映照 的 一 般 理 论 中 ， 有 必 变 用 函数 在 直线 上 的 绝对 
ЖРВИ СВ: Lehto and Viren 176 页 ). TRES 
(Schiffer 1963, Springer 196%, Kšbnau 1971b; 也 可 参看 :Lebto 


1973) 在 这 利 较 宽 的 定义 下 仍然 成 立 ， 
定理 9.13 车 ge RAZ CH -MPTE (0 < s<D, 
LETP M ' 


ЗАТЕЯ Ш. WEDHA ае) 实 
Wn 600) EATR, БОРОНИ D LER. 如 果 对 于 
z€ 8D, 有 ule) = v0 AI 

IPIE 


o fia Я 


对 于 两 个 函数 都 在 了 上 可 微 的 特殊 情形 ， 我 们 来 证 明 这 个 不 
等 式 ， 由 格林 公式 有 


p 
re [Í «зла iT PR 
Y D ED 


40, 


ff. ро 1220 = i N nudd, 
由 于 当 > 一 js| = Amr, WIB 2 EPOR 
É. 于 是 . 
[aeree ао T Jes — ча жо, 


证 ecl, 2000) 是 法 风 尔 多 项 式 ， 则 对 于 
зед, 


(16) klw) = Ў H Фк) (6 0) 
ғ 
满足 


* 308» 


可 
= 


= т ШЕ 1а 


ату eG) — È Bee X acts a= X as 
2 ёі & 
аю t [f eor 3i «E - Уман, 
CR, (3:118) R (120) 39, 
Ф (ww) m Rekl), MOD 式 推出 对 于 «€ D A 


Го = икан eC t ЛУ 
ч 


«it rer lal. . 


加 |2,12 — MI REFS o = EGO G € D) 的 雅 可 比 , 故 控 出 


азу HEE ento = a H П 


1—5 Hem Ow 
2 ff. Eeo aa, 
шалу 
eG» «c = мв) Ууу + фун 


= š (a a + > dst 


кетн 

3E DIAWU К (z) == Rep) 一 Reb GO 调和 - d x(z) EP) 
= кес) E C REREH (20) RA na) = HUGE DNF 
是 从 (19) 与 (15) ARA 


1t fr, (ве) = |, ог, 


应 用 (20) 式 计算 最 后 一 个 积分 ,使 由 (18) 式 得 到 
IE 


ERES E - iar) 
> Žaja + EN + PETS 


«л 
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经 整理 得 


CD a| 5 5 им, = Re ЗА 
==. 

C li t < N 

SeA + TFE {а-в 


беп 


МИЕ 
一 
р 
由 атл, 的 任意 性 ,我 们 就 有 
(22) |> Zanji AE Gi — 1,2,5), 


Кага 


注 RODA. {ПЕГЕН ОШЕРДЕ оса ЖА 
“h (<< 
e» dim ўм UU Gt m. 
0 7m, 
Q2) 式 中 的 等 号 才能 成 立 ， 例 如 在 m — 1 hj ВА Вр 
ga = tt ева Са > 1), 
qea (айд). 
阿尔 福 斯 与 贝克 尔 的 如 下 结果 〔Ahlfors 1974, Becker 1973) 
给 出 一 类 这 样 的 例 于 ;可 对 不 定理 6806.3 W), 
推论 896 WEG) асн 


Q0 (s то £O ааа бє) 
W gé ZC), 
证 设 emi loi, 2,5-0). RATE X 
es Cos) | («| >1), 
(25) gale) 一 ees (e) - (3 — e (e) EPI 


H (6.3.9) 式 表示 一 条 类 威 纳 链 ( 见 6.3 39), M 8.00) E C EJ CHI 
М. М. (24) 与 (25) 式 椎 出 


ЕТИ 


|+. [Di 


f es p f! 
-mer 
上 -| 
[CL gse 了 具有 到 人 的 氢 共 形 扩张 .因此 ;由 定理 9.33 知 gue 
TG) B q+ z, G de A URBES ЦТ gG ПАТ g ë ЕСЕ), 

атаан д й ло — shark, 
定理 9.14 grex FOIS 
IDIOT Ё 


(ü) z() E BEL S E 
сера ei, Fe (к), 

ЖЕ 9.12 中 已 证 归 (i) => 在》 而 在 定理 9.13 中 已 证 月 
GO > GD, 54368 G= Gi) EAREN Aatos 
1963). 附带 指出 , 与 定理 9.13 2 , 这 里 我 们 只 要 求 落 #є XO) 
婴 必 存在 上 的 一 个 e SUELE G 是 某 个 小 于 1 的 数 ) 而 并 不 
ЖШ {ЕИ = z. 

我 们 采用 贝尔 林 与 阿尔 福 斯 的 如 下 结果 (Becurliog and Alors 
1955): E e(e) 是 及 ра ERR, ВУНЕ А ERE 


dlr + a) 一 由 [的 
(26) го CR <: GER, e> 0), 
Шз: 4 


Qn Фей) ETE рабе ean cio ормо 
-iit (ока — ; NECS 
BET — 4-5] САТИР ЧЕ (icbto-vitanan 86 3 £r ЖИН 
ЖЕРДД Reich and Strebel 1974), 
(D > GOWER WA Rispa IER, BD 
л 


(28) мо -aol> G (g, Ue BA, || — t| 20, 


E" 


Жр К, ИҢЕ X (1) 的 常数 天 。 如 车 不 然 , 即 翁 定 存在 函数 
En 及 点 ga U WE 1С. CE > 1 使 得 

ding, CA.) < К 1С) — 8506.010 (n. оо) 
Hh An ЕВА E Za 8100 A ËE. 根据 定理 9: 2 后面 的 注 这 
:是 不 可 能 的 ,因为 基数 8s 区 二 站 72: (ee D) 满足 (ЭЛ7) 
R нш (1) Ж. 具有 给 定常 数 玉 绝 摔 共 形 曲线 六 为 一 至 局 部 
BOSH PERES 947 ННВ РЄ Twv 
ER ЭЖЕШ 
Q9) 186) #091 «x m є дА, gr] 0) 
Жи (8) RRT 5 ЫК ELE (9) 一 0 G — O). 


Ri AG) mg (ix етене nmm 182 E a. 


3À 1G) E ETE НЕЛЯ J HAERERE) 一 六 00) ,由 
定理 9.10, 3 EG ECECEE H Я В RARR. TEETAR 
Go) ‚Фо m DG) GERD 

RE (15) ИСААК (27), В OD нв 


LI e: 
; LORIC (15, КРЕЗ 


EARRAN D НАЗИК. 

现在 证 明 (26) 式 、 给 定 *E В, o> 0, іН ах 
Bea 5 1G) RE ФА) = Н", А) = НОЯ 
ХО) 905, Z(+i)== ео, X(—1) = x, 00—07) = za, 
e(1) = оо, p(—i)  &x—a), e( 1) = pH, 
Ф( = eG +), 
其 中 mt > 0, 如 果 限制 5 SURE t 1 HJ (26) 式 成 立 . 

A RUSSE S IK de up pit Ko (z)) 和 AG) 标准 
Ak ICE Ate 2, НЕН АТ ТАКА, H 


(30) 和 (31) жн 
G2 POD PCD re - Po) 
fCÓ-PCD PMPO) 


G1) 


5 212. 


LEX) CUL) , 8G) — C3) 
G (ау А1) – Су 

仍 由 于 交 比 的 不 变 狂 , 5| RB 9.8 即 表明 产 (8A) 与 ix(BA) ЫЗЫ 
有 形 曲线 ,它们 在 (1》 式 内 部 有 界 且 相应 的 常数 KK 同 * 和 «无关. 于 
是 由 Q8) RA (32) 式 内 除 PO — PGD | 外 所 有 因 式 不 为 零 、 
不 过 结论 对 于 这 个 因 式 也 成 立 ,这 是 因为 (32) 式 内 所 有 因 式 以 4 
为 界 。 因 此 由 (29) 忒 ,11 — Ж 0; 通过 考 起 不同 的 交 比 , 对 
IRE LESE 


fai 题 
ІР сех 属于 Бк) (окп) 当 县 仅 当 ` 
Ea[E [sex AU. eo 
JHE в ЫНТА (3.1.26), W 
s€ z(r) elis. 
kak ee z(a) (o<s<1). ME 
3i ++ 


1 k= Er 

3. 设 ze тк), ТАЕНЕ [| 及 оу Са) (и 一 
ке), 并 证 阴郁 瓦尔 兹 导数 以 аат 为 其 上 界 (Kihoau 1901 ена 
1971). А 
аламаат le) 一 Ченаб WAH eC) Ж: 
失 形 扩张 以 证 明 z e 202). 

ш! к 

— Ырак Hen. 

EAD) ami eR (Becker 1972), 


"18: 


ETE “导数 的 边界 性 所 


林 章 研究 区 域 边 四 的 度量 福山 与 区 域 的 两 限 函数 导数 的 边界 
世 质 之 闪 的 关系 ， 第 一 节 讨 论处 处 成 立 的 宾 质 ， 拓 后 次 节 主 要 讨 
论 在 某 个 给 定 的 边 弄 点 上 的 性 质 ， 最 语 两 节 虽 着重 讨 论 一 些 儿 痒 
处 处 成 立 的 性 质 . 


101 отав 


ЖЫ ЕЮ Аав ШЕ, RIENE 
这 些 结果 时 不 用 者 页 格 理 论 而 区 普 阿 松 积分 作为 我 们 的 主要 工 
А. 

Ж Аж) # D IB WOTE DUREE. vlx) = шл) dE D iË 
а, Ш 


(CD в) = вабо) + У TE еа <D) 
《Ahiture 167 31), пинсет) 
(27 wif b (eq (zl 1), 


о Таа 

L Шоб) 表示 曲线 C, MM = ws) 有 
Ө HMisr-0llj, 
@+= $ r-r — Ө, 
则 称 曲线 C 在 点 m E8485 URGE C (049 — E IC PUR HR BORA 
радка с 18. 这 些 定义 显然 与 曲线 的 参数 表示 无 关 。 

我 们 来 证 明 入 特 申 夫 的 一 个 定理 《Lindelif 1916); 定理 中 的 
10) 奈 准 化 的 假定 其 实 是 无 关 紧 届 的 . 

定理 10.1 i65 B (D) HERRER CERA ora (zx) 


JSSIDISIEMGHSAD ACA CAU, Jp. ВУ 


DI 


“ка 


agiw) — w] -f 


T bezug (Cn эшли 
з) 60) = i + / + gf (e), 


证 (2) RAACH. PC Eq md sac коё D ж 
РС 9.0), ARAR 


u v 的 一 EDT "TIER 


XF r ED AWAR D LES. d) Se X SOR 
(5). и, 0) = iy b ote D» 


Ir. 
Cl <1,6<8<х) 
RERE BR сла FG) RI BLESS 900) ERRAT е. 
利用 C а ӘКЕ, зеля яно, 我 们 看 出 对 
br т, 1 之 1 之 1 十 8, 有 
rg 0) — гур 一 өс, 
Жн (4) 式 ,当日 -~ +0 jx) e 一 致 地 有 ce 0) 8G) —,— 


хинен r€ D, 5 @ — +0 时 ea, 09 — acti GO» 因而 
从 буа 
@ =) LP LB 


eh 1 — =F 


(aa 一 一 ze (ба| 1 


ШТ Bt 一 + 一 т 连续 , 这 使 推出 argr Се) RAR DERN 


$E (Ahlfors 168 DD, 
(b) 反之, 设 argf (z) ED ER, BR CO) m iteh 
OLES 2) 在 fre HDR ЮЖ : 


c [ODLE hr") +r + 5. 


и, 


RUE 5 /十 6 之 间 存 在 + wz(9， r), 使得 
eg (re) — Куе” у) = BB ur) + a 
(0 19| es 0 << 1), 
Жейн 0 > 0 828 0, Ө ойе, ELOELO 
DEKLI, O< r << 1) EXE TAS HZ 
rr MOI 
vali Cet) — (Кешу — ӨСӨ), 1) o, 
* | 
‚ө _ вур 2 [0 D 0-9 +0 时 ， 

вене ет) ac: Da Bc ов" 
АЛЛЕН. ИЙ e) 等 于 eG, 1) ETER. 

教 们 需要 斯 米尔 诺 夫 购 如 下 结果 (Smirnov 1922), 

FR IOI рез А ACO) А НСВ, M 
C) mj PO < o Qc hon 
并 县 对 年 个 。 > 0 480838 KO) 使得 对 于 0<r < 1 Ea, <ë, 
有 | | 
ө) We? ген < M Сее" 9 

«кее, — 82^, 

证 四 由 定 再 10.1，sts) m argf (а) 4E D ER RUE 
特 拉 斯 下 和 定理 ,ve 可 用 三 角 多 项 式 一 致 天 近 . 故 可 找到 一 个 
代数 多 项 去 PG), 使 得 对 于 16D 有 

leG) 一 Iap(a| 


< sax iG") Impp < 三 。 
[re E 
Я M emajli, ЖЫТ emre, 02 r < 1 A 
` rata 
sae" год 


BI 


~ соердо (а) — һар(ь)):48 
- зове I r р] 
< incite rer, 


这 就 证 明了 (8) 式 , 而 (9? 式 是 @) 式 的 一 Miis 这 是 因为 由 海 
尔 赛 不 等 式 我 们 有 


[reza < c eo 
creta) 


著 xac cu«]9, 则 由 [9) 式 准 知 , 对 于 0<г<1 
有 


ao) нет) — 12-0 


« x M IPG) 


< K(sXBi — &)^*. 
以 (6) 表示 曲线 107: 0 < «9) IKE. ЮЖБ 
КЫ, (10) AREE 
(11) (8) — A8) < Ka — 8) (8, < 8). 

2 函数 log FC)| 与 OL 是 否 在 D ЖОШ 
БЕКОН EE Bary 的 书 第 八重 )、 我 们 称 落 当 曲线 C 为 
WE (Dini-Smooth), пашаже 6) 作 
AIK “的 函数 项 尼 


a2) LORT ORTONE 
其 中 w(x) ЖЭНЕ BN 
G3) f SG gs am, 


我 们 来 证 明 瓦 尔 沙 夫 斯 基 定 理 (Warschawski 1932, 1961, Ж, 
A 1968/69); 


E 


яз®зїз рез, жр) inge tp, M 
re) БАГЫ РЕ ИБН. Г) эе, 
证 Сй, 故 由 定理 10.1 及 《1) 式 得 


ao s) — lef G2 . 
о + È | Ron 
ædle c — = 
йш < D, 


其 中 CD = arefe”), ХИЁНАТ 0<p < <1 有 
alre) — glpe™) 

- EN leer Cr — p) 
2}, (T re) C — реб) 
根据 留 数 定理 ， 式 中 若 无 困 于 pO 时 相应 的 积分 为 0。 因 此 经 代 
换 :一 5 十 9 我 们 得 到 

Лабе) — iC oe?»l 
ES 了 1—e . 


m j--|2^ — r| le” — el 


[OL 


“+ plr + 8) — ple) lar, 
为 估计 这 个 各 分, 我们 设 0<0 < T E: 
to 一 中 > bine dl, 


[ев о} >1—p (I| «аў; 
le — r| > sin8, |£“ — p| > tind 
(«lr <=), 
故 对 某 个 常 数 Кз) 有 


Q5) — 180769) — оге)! 


« ij geile е + KG) — е, 


(gne 


Jas 96518 n, n ЛЕ, ИЕН (3), (11) O22 AUT 
Ig(r).— #Ст,)| < [та — rl 1662) 一 Br 
< l — l to 5l) 
=< | — rü + (Kin nl), 
因而 从 (15) REE 
Jafre”) — gpe®)| 


< NC + «кею, + KKL=) C 


一 ?十 J. “© da + KU — е). 


由 《13) 8, 我 们 可 选 定 == 6(s) > 0 RAER Pts)， 使 得 
igre”) — gCor?)] < 8 
Gor < 8 < 2). un 
因此 eCe") 一 Bmglre*) 关于 ОЕ, БАЕТ ео 
= lg? (z) A D E o. TETO) RAR D ЗЕЕ 
mara, 


德 的 一 ай, 
引 理 10.2 POESIE vle) Пао) & D XE 


do ` a ^)— (е «К\н а" Gu, n€ D. 
H E 


ÒD 0) = Ка Skinn (une D), 
证 В (1) 式 即 得 
И 
ка rf — rmm 


式 中 若 江 因子 e”) АКО АА 0, ЯГ 
(сеу < L L PED — Сү 


let — re] 


n 


ЕА ао ая 
Wert {Ж |" re 
BEbEHERAM MCN ER [I0,1—r1& [1 — r, 
2) 内 的 积分 而 得 到 的 ， 令 а 1 1-а а а ne D) E 
可 推出 Е | 
05 ed же | 


лү dr < K.(1— r 


^ (ds m (eds 
m » 


+ "этой | 
а, 


<s, fa- пуме + Кж — ml 一 pr 
SE 


< Kn ај", 
10101 在 定理 102 的 假定 下 ， EXTAT 0<а<1 8 
л 


08) 0) 7 8l) & Kn а) G <), 
A Dus 
QU fC) – аа —21* (s, Є), 
‚Ж DR 900) ать (2. айт 5m, 

п -.=6- [5] E re^ "у," 


HA (3) 5s (19) яе 
Тое) жез < (a — 10 + К, а)" 

SE ux, 
AmE 10.2 RES 

Пов Fla) 一 tog r) < Ki] — |", 
又 由 于 有 1 — | <la 000818, A EXEC GE Q0) 5X. 

L 对 于 高 阶 导 数 ЖЫШ. RATE TS TEE ic 

的 情形 。 没 C 是 光滑 若 当 上 曲线, 47) 作为 弧 长 的 函数 表示 招 线 上 
HRAMA, RITH CRA ЈЕ, WE С) 连续 并 且 


320. 


(иу IGP S< o(n 3) Ges» 
其 中 «(о ажина 
Q2 е дс, 


F— ER РАНЕ S ИЛОРЖЛЙИЫ (Kelogy and War- 
sshsweki 1932): 

定理 103 溉 /<5, 38 KD) BARIER AR UR SN 
线 所 界 成 ,出 r (90 具有 到 Б HAR THR. 

证 E Ёз) жй, ,推论 10.1 AMEER KÄ 
. If) — (a .)| < KAn аца, 
ЖФ — агае”), ЖШ (3) SUR 


в) = рй + + T 


FG) m p'a) 1. ` 
Bue (21) 式 有 . 
G3) Ae) 9G < IgG) = PONEN 
+ CCF CD — LFDL 
«КК — 0) + KK — АЖ, 
Ж OO 式 然后 分 部 积分 便 得 到 


"EM 

ДЕ if =š 2 GM 

-+ 00 P 
бте: 


类 似 定理 10.2 的 证 明 * 从 (22) Н (23) 式 推 短 7"(s)/F О) 具有 到 
Б 的 连 绕 开 折 ， 


f) = 
L REHAR 709) de DIR UR ysi IURIS EO Н. RE 
LEON ERRA D SA RREAK: c p А ЖИН ШКЕ B Pes 
RETRE. 
Ri 


2. 设 AGO ÆEDRARENE 但 cn<1，0<s<1} ЯЕ 


[из-за zls [+ EX re о вен 
区 域 ， 试 证 明 : BR ` 
` (о = |} aoa ne 
00 БЕНИНА, HEN: ATE өр LRR 
РС РЕ ЗНА. 

э. ашеи ан CRAIR, 0) 是 < заана я 
是 

IIO = 9. 


ЭЛЕЙ ИЧЕ Р ҮЛП ө), БЕ Dd dis FERAY eec 其 法 
RRA AO GREFI. HENE C= {lz| — nns, A 


| щш) = - P(e )log|s! — z]: -+ cons, 
жой e 62, (а) RARE ID наан XR 
“> i AERE КЫК АКШ з. ORE 


S Хере, 


Г) 


ЭШЕН EN T EKD (Pommerenke 199b), 


12 jit 


1。 届 在 转向 研究 导数 在 维 定 点 LEOD (UE, 仍 可 假定 
165, 我们 的 第 一 个 定理 是 属于 困 特 路 去 的 《〈Lindqlaf 1916), 
定理 104 es НОР) ESR C B X, ЇЙ 


o) lim sa ED KD. 人 eaD) 


E 
存在 当 且 仅 当 C 在 点 九 :5) 有 切线 . 
证 “因由 推论 9.4,f(Ce) ЖЕ D ERRA MOTOR. IC) 作为 


„юз, 


сакалы. TREM (1) rcd Ө ИНИН, 
Rs сажу) ягана, ШШК 
о) r mars IROD 


在 DN) ERLER, 这 是 因为 可 以 用 VOD) 内 有 限 条 线 
BERIO 与 se, E DEL ТИРИ Е PE ES 
《10.1.2) db. НЕ, BO ое e R) 
dEr—agt ER. КЕ. (10.1.2) 式 表明 p (a) ЖЕ D ERA 
тз 168 页 ), 故 极限 (1) FE. 

设 1G) EDARRA, RINE fa) 在 点 Ce 9D Op. 
如 果 有 限 角 极限 


(3) к) = LIC 

存在 ( 见 9.1 550; ВАЯАБОЙ, BIZE C EU "Neto 

© 4 fre Diet — DI < Z a 
(o <в< i) 


REEF TARDER. ЯЕ 104 ra BERE RR In RR 
前 的 趋 近 不 同 . 

WIO ЖЕ СЗЕЖ; 稻 定 了 是 除 端点 ЭМЕ Pr F D 内 的 光滑 孤 
E, 且 了 在 端点 5 处 术 与 8D 0), TET r TAS ШЕРИ. 
故 由 《4) 式 ， 


(б Ша шв) =a lm асаба —{), 
医 此 , KT) 也 是 一 条 光滑 曲线 ,并 且 丙 曲线 闻 的 角度 保持 不 变 。 


设 日 CD 是 若 当 区 域 , CERESIT. Г. 和 了 所 界 ， 其 
hn. D OBBOAGETIGH Sé F, 10,07 OR 


图 10.1 


me ЖИ ТЕЛ, TUSCE OUR 10.1), GT tie 


EXE CIS MITT z€ H, = 一 上 时 Ts >). ЫШ, 
Кн) 是 由 KT)UIGOUKTO 界 成 的 若 当 区 域 。 АРА, 
KH) УНЕТА 0, XL КОТО 一 1,2) SmE 
Кг) Ей. 

奥 斯 特 洛 夫 斯 基 (Ostrowski 19362 已 经 从 几何 上 给 出 了 共 
形 性 的 一 个 充 要 条 忻 ( 也 尾 Ferrand: 19427。 顺 恒 指 出 ,关于 10) 
在 内 第 为 2x (0 о 2) 的 象 域 角 点 邻近 的 性 质 的 研究 可 以 经 


ЖЕШ w" — Lo — IGI" ЕЙ ERRAT. 
下 面 的 例子 未 明 ， 一 个 单 二 函数 可 以 在 任何 这 界 点 上 都 不 内 
ж: 
WO 设 1(2) 由 等 式 
e ESSEN 
确定 ,其 中 常数 bo 0 将 按 如 下 条 件 先 定 ; 车 |z| — r< t, Jl 


NN EEG 


ане) s= kco 


=È ge) 


э, 


<x Уан 2 


A 
因此 有 
(8) а 991 (їнї < D. 


由 定理 6.7《63 节 ) 知 ,到 5 < T BE (a) Жл}. 而 根据 34 节 问 


#15, 970) R— RUE UR S E 
MEM f) 在 边界 上 无 处 共 形 .我 们 要 用 到 关于 具有 阿达 
玛 疗 断 条 件 的 侠 项 刻 数 的 化 伯 尔 定 理 C Hardy and Linlewood 1926, 
Binmore 1969); ЖД 
=) 一 Уу вач (жм. >4> 1) 
К 


PI 
ЖЕТА ¿€D ROUCHIBOSSHRIS. KL 5,9 CR — со), 
假定 fa) 在 e" 3836, ИРАК 


@) wif (re?) == b S] ricos(249) 
名 


当 + 一 1 一 0 时 具有 有 限 板 染 ( 见 问 题 .2)。 应 用 因 忆 录 定 理 于 谈 
级 至 {+ ЖЕШ r), 我 们 断定 当 《一 co 时 oos(28) 一 0， 但 这 
对 任何 6 都 是 不 可 能 的 ,因为 cos (2998) = Pc 249) — 1: 

2. АЯТО В Г) 在 CEOD АСЕНА 
а, WERF НРА Н 
(0) КО) — a 3 со Mig P, z€ A, 
ЖО E CERE, Samen РОС) KRZ., 2—8 R 
们 要 用 到 在 5.1 eb FEE RAE T EAR, I0) 在 
EU CHORD CERES SEED TS ET 


i) = repa e o. 
而 由 于 (а) ER AE UE Ж. 
EHIS U Jes 在 4e8D ДЕРИ o, FEE 


аю; 


єс, Врле. 


G) КО ГАНЯ o 
G) f(z) fg СГНК os 


G) Ke. IE UMS a3 


@) косе спини a, 


Gi) 的 一 个 直接 推论 是 ; келишинен и ARE, 

证 G) 首先 证 朋 
о) Ве) = log EGO — o)/(z — 0) 
ef КЕКС, 9.1 节 )。 因 102) e o, 函数 

ED = ofi) Co — 1G) mz bs Cal n 
仍 局 于 S, жадта (12. eta As 
FG) d н, 

"ol 2j-! | Ao gn 


sat. rl c1, 


жыят іа cid 


Io. -l 
fG)—e s—t 
«sisi +2, 

Ach (9.1.25) st. 4() Ei RARE, TERR 

С — MG — D = ephe), 
正规 ， 因 此 由 定理 9.3 知 Gi) e» Qr); XT f GD 也 是 正规 函 
BGE), 故 (0-9 G). 

О) 不 外 设 “一 1， 若 命题 C) 成 立 , 则 
КОКО {ну «a-ooa 


l-—r 


а— эк ола) 2|) 


эв (r—1-—90), 


3267 


BAIE Gi) 成 立 , 并 以 线 朋 [9,11 жоне. 

最 后 , 设 命题 Ci) 成 立 。 荐 ra 一 1 一 0 MENAR tel <+ 
PI— HE 

19) UU Qn) — ad 
ul 0) (n оо), 
因而 
8.00) miu) a, (яса о), 

这 便 推 知 当 :一 1 一 0 时 fr) as СР) 成立- 

RETARA (Juli) RAE (Wolff) H. 

588103 ik aCO 在 D 内 解析 且 e <1, PEDES. 
一 1 一 0 时 pO = 1, n 


a2 1-99)... (1-0), — 
ї—х 


deb oce +o ВВ 
a3) Laake u= (sl E: 


ELIO =el 
ары, 
证 шй un E 
(а) эб) ET " 
— p(s) 
Жр — 
аз) Кова) = k. (sl < 1), 
ET Е (6) 使 得 
ao Прва) әәә), 
жий | | | 


„= [+(, E) mico] 


«me 


скы Oe D 


RE ORG) 0, K()— dB CHILD) UE C 
VG) &G + ра — 1501) < «0 — 155, 
йге (э —nMO — яш) (t < z < 1) 即 得 
À (z) — iImá(z,) Ali — arl 
Ré) 4 0-19 — 


这 就 推出 


H: 
im “pi 


fuc < EM Rena) 


Жено, пва sy 式 得 到 


6 和 <+ 
但 由 (3) 与 (15) 式 ， 


iz. кебй > L, 
Ж ат) 趟 我们 断定 


l—x р 
m ay " (fce 


НВР pl 一 1， 从 ODRE UDR. 
RAVEUHE REOR GRE SER AF282248 (Lelong-Ferrand) 
的 比较 定理 ; 
定理 10.6 BOR FIOETI LED 


(185 7 IKD)Ca(D). 
BEEN (COD жари rss e Ge D W 
a») gD me RT 


WE ТО) dp PUE Ef ФЕ @ гр = 0, 

证 ADB t= 1. AOD, RA pl) RE | pO), < 1, 
SEM. ded (19) 及 定理 23 RAN r — 1 — ORE eG — 1. 
38 PO) 9e co; FE NO] S138 10.3 及 定理 10502), 


зил 


e AK ССИ — x _. Ka) — Ka) 
1— (е) 1— (ғ) [TEM 


> rA) (651-0), 
- [20 " А 
其 中 ос <=, щй GQ) — 00000-5) # 160006 


тє атин HU э, FEMEA 19562 BK 


r= Мае, TRP - оша) 0, 


推论 18.2 RO EDARIA, ТЕШ ааыа 
M 使 得 当 a Кез я Koor, Pide 的 
КТР ЕГ COXAEAgT KD PLES КЕ айг O) 
fü. MAR ONA paringa € 75 io» 
m. ШҮ 0 (102). 

Шй, Жебе КО) ЕТЕ о REIR WR 
ld, 划 ГС) 存在 且 不 等 于 零 . 

证 WG DRMR С, 
DAKEE ЛС) m a, HH 
AH 102, Роу JE БШ; ERI 
1CD)CKD) ЖА r,-h'U0» c 
WEAN A (jg 分别 代 之 以 本， 
D) EHE ERR 10.6 ГО) ЖЕ. 

DEBEAT С, HERR- 
FRI ЕЛА KD) EF С.й. в: 10:4 
AERA IDEF C, 外 区 域 d 
Ny E EXE VG BE КЕ DU RAE, UE fO КЕРЕ С, 的 内 
БОЕ BL) — o, MAEA 102 Ж) 26 0. AT #097 
| (к — 3), KUNEM 10.6 推出 РСЕ) >< 0. 

角 微 者 的 存在 性 问题 尚未 完全 解决 ;比如 可 参 首 Tooji 366 DL 


Eke 1967, Warschawski 1968 与 1971. Carleson 1967, Jenkins 
and Oikswa 1970, 

对 于 进一步 的 有 关 结 果 参 见 莱 归 - 非 尔 兰 德 的 书 及 呀 梯 格 诺 
与 奥 斯 特 洛 夫 斯 基 和 家 克 米 化 的 综述 性 论文 (Gattegno and Ostro- 
wski 19493, b, McMillan 1970), . 

3， 最 后 我 们 证 明 一 个 角 微 商 存在 定理 《Hall 1968, McMillan 
and Pommerenke 1970, Lokwair 1971). in8 QD 638808 t 
Ж ADAC Gt, UR ACOD 为 6D аиан. Bl 
иако TR, GERE IS ксы 
3E D rd e h PLA AH e S CIN A RTL, Collingwood-Tohwater 85 
Ji 也 见 MeMiian 1966), 


在 例 10:1 рая, 函数 可 以 在 任何 边界 点 都 不 共 形 ， 在 这 部 
情形 ,所 有 的 角 微 商 必 为 0。 

MEC 该 以 是 8D ERAU., RADHE Z: 

G) RER L/P GO 在 4 的 某 个 亲子 4" 上 有 界 ， 对 409 
某 领 域 应 用 法 部 〈Fatou) EARR (Rie) 唯一 性 定理 《Co- 
Uingwood-Lohwater 17 31, 22 B» EHI - 1I 在 雪上 开平 处 
处 有 非 零 角 极限 , 即 在 一 个 不 可 数 点 集 上 有 育 限 角 极限 . 

(š) BERE 17 (а) 在 4 的 每 个 子 张 上 无 界 。 则 存在 序列 
(ан), 25 — Uo € A Б (аһ) — 0 (а — со), ЖД ЙК 
(20) gG) ~ logl'G) (a€D) 

( 见 定 再 9.4)， 可 假定 ба) А 0; 否则 对 э. 稍 加 变动 即 可 . 

把 如 zs) RRR HH (D) (C IERI) 上 的 一 点 ， 
g (25) 站 0, 它 不 是 一 个 分 支点 。 设 Ra(r) ERREEN gn) 
鲜 发 洛 上 方向 的 最 长 半 开 直线 县 5 我 们 不 考虑 会 碰 到 其 个 分 支点 
的 那 可 数 多 个 方向 、 因 ROO) 是 最 长 线 恨 而 知 D.) 一 gR 
DED EM en PODRA, BTH ETC) [а 一 1 时 ， 
rO 趋向 一 个 级 限 ( 可 能 为 0), 故 由 推论 9.2 ОЙ T.G) 有 确定 


EUM 


Oel БАТЕ cu) e 8D. р 
жд Z < r < ус, RA 
сз) Кеш Ren) l 
log [Mao 一 一 2 (n — ов), 
БИГЕ МУРА оя (ЛИЕ 9Л), рЫ 
(21) RENH * 一 oo 时 t) D. 且 关 于 为 一 致 收 侣 , А 
而 对 于 其 个 ”及 所 有 容许 的 有 VG A, 
由 于 存在 不 可 数 个 容许 能 *， БЕСА. tar A talr) 
Ае (Fr)， 定 理 的 证 明 也 就 完成 了 . 

RER p(x) 正规 ， 故 在 任 俏 给 十 的 过 界 点 室 多 有 一 个 渐 近 
信人 项 定理 9.3); 不 过 ,显然 要 陈 去 RC) 和 К.т" ) Soli 
形 。 在 这 种 博彩 ,我 们 设 <ra r. 

h) 一 7000 — s(z,))1, 


Boi 86) eds EI io l 


«Mf GOL BERIO BERN. BUH e Ime Qo А 
把 R,G) 和 г) 分 别 变 成 指向 右 半 平 面 和 左 半 平面 的 半 直 
Ж. АШ М) ERE Тт) 和 Tsz ) 有 了 丽 个 不 同 的 浙 近 值 = 和 路 
ШЕН Cu) e CG, 


m и 


BEAN I) 在 DR WRH. А 

1. МЕИ: 任 给 we др), ФЕРМА $ e BD ШЕ I) а, 
[EC TORT IET 

1.18 (G EA WILUERI NUM CI 

"бз — E40 —8)] 

ЖБ ЖАШАН 8 Н {ОШ os (=) ГАА 2. 

1. здар) B— E BOE OA ҮН, A (G) 是 这 条 电线 上 的 一 个 
ABA ocana) WRA. HEB: £) frere To BO E ARA 


Mi- 


AGB БАЛА НА A LEARAER e z. БЕРП 
明 : E e>1 HUGO e ARAME E =<1, СНОН. 
+. KARA 10.7， 试 应 用 推论 10.2 TERR оу Аа КС 
是 可 数 的 ) 上 160. Ponte TI 
s. 设 CY(D) оН EE TAE cob B R 
EROLLA SF п-и: Ба 
ядат, >. 


РУР 2+ ` 


& к КҮТТҮ +30). 
юз кка С ` 

1А maE ARROLRBGBR оо LAR riw пез 
E. a 


定理 10.8 设 ES 则 对 于 eo qu Е = E Q, $)CÓD, 
mesE < 6, 使 得 
Ie Ni Cretae KG): BKE, А 
db коза Т. | 
n3 LS ^" Ut Utt 
` ` wu ДЕО ` 
ror ai 
表示 函数 C DRESA, ET Ono a > 0; ik E, REM 
足 
o [сеа >» 
а, 一 ге: P< r <l, бє Б}, BBERZRMCRAI 
有 | 
1 da Р z 
= reme] 
P. 
D 为 了 阐 便 , 作 为 8D PRY E, AHBAR ВТА НО PRAE. — HRE 
132. 


MD -ji rupes. is 


е pt 
其 中 由 于 К Aere go. ERU Oy Ad 
msk, < жод — lo db pu e) ul ma, < 
Eú nan . 
CLE E 


的 ， 8m, ETT 
` (a) 一 log 45—100): (z€ D) 
za. БВА (3) 式 得 到 


ал, <f Cpe” Jif == =) E Рр <", 


аб пар, < 5. ` 


TES Е-Е, ýs, WE maE «ach Q) 和 (3) 式 我 们 
WE: EAR Y 一 (6) 365 js. MD TO QX E, р, < 1, 点 
9 和 He”) BREA А 


«ават [ар 20 


* 

Се) < К, = KG) ORB, pp 2D, ' 
因此 从 (2) 式 推 知 对 于 ORE, 

[бее «a xh fece к... in 
[I Lis MOREM E V) < К, ВАНЯ) 
а, 

2 тан Еа ЕЗИ ТАЕ RN 

ЗАСВА. S ae D, 4 Æ ODAAT DF 


тыз 


ГҮЛҮ 
一 < 十 ao 
e pO = { ыз Aiel 1) 


жй ө, EXCEL 他 为 
[ON colto A) лр). Тош 


该 定 义 显 热 与 5 开关. _ 

ТИЗИЛЕ ГЇ НИН Л.Д. {ии жын арна 
成 , 则 Ф) 也 是 有 BD 的 有 限 条 弧 组 成 ;并且 这 些 弧 蓝 定 以 0 
为 顶点 的 一 些 筷 形 ,根据 定义 这 些 廖 形 的 总 角 疫 为 wole A). 
ERORAS ЕДЕП А А ЖООК ЕНИН 的 非 欧 线 眉 图 成 的 
BERELE 10.52 , ORDRE E z, SG REI BOE mon, А); 
BEBAERCALBERHIE D Po Eg aD тезата ви," 


Bi 10.3 


НК 在 DD 内 解析 音 叶 ,我 们 定义 dCw) 为 w 到 象 域 边界 的 
RDFA: 
(в) Aw) == d(ar) = ditl, HOD)Y) (шеру), 
已 知 2*4) 9 C i 
0) ^ Aa aD «ado» 

Is Mr) (шер), 
А93 Со ЖЮРИ ДЫ, B me р, ясар 并 且 
edid e 


{8} ` ols A) 2 a > 0, - 
则 存在 从 as El азса С, n 


(9) . GIrl lde] «саа Са) 
< KG. РО: 
Et KG) RART o. 
证 将 定理 19.8 应 用 于 1,2 {НЕ AGE RU ERE 
Къс) — iG) ,4 ... 
eo vs) roo 68. 
EPEE eG) BOO ДЕ ХИН СО) д Һе]. 并 
EAE Л ЖН} [0。 “T ШЫКШЫ. z 20р WARRE, BUA 
《D 和 (7) 式 推出 (9) 式 ， 


ЖАНЕ Ө 
аз) иб, A) mm T- zh iE ai ом, 
wa Left Casa DDR 
zn ILIO 
т а [os 1 = у mag (4), 


& QD IERI eG, 4) фа € ponema. BRERA 
性 质 可 以 证 明 : ole, A) EARLE MARK ИШИ 1 . 而 在 
Эр/ А 的 几乎 一 切 点 县 有 角 报 限 0; РА ИОА ofw, A) 
可 由 这 叭 一 一 性 看 币 确定 。 

调和 测度 群 念 可 推广 到 相当 一 最 的 区 域 : Жас НЩ, 
< 是 其 边界 上 的 一 个 子 集 , 则 调和 测度 定义 为 


az) wlt» 4, G) 一 i map (AY 
其 中 ka] ЕРИХ НЯ pC(0) — = REX, RTT 


以 把 4 涅 解 为 卡 氏 这 界 上 的 一 个 集 澡 即 素 端的 集 CIL 9.217); 3 
0G 在 球面 度量 下 局 部 连通 , Ш 4 可 视 为 6G 的 一 个 通常 的 子 伺 . 


(35^ 


对 于 多 和 连通 区 域 ，w (s, A, б) 定义 为 满足 0<o < 1 的 调 
和 函数 , 投 照 某 种 适当 的 意义 , 它 在 4 上 具有 边 值 1, 在 BOA .上 
其 有 边 值 0 А 

ЛР АТТА ТАНЕВ E mi ЈЕЛ, Ж 
АССА ЕЗ AAEE ААО 
ж. | 

3. DL Ke) жаре с 的 长 度 .并 将 此 记号 推广 到 局 
部 可 求 长 曲线 ,此 时 可 以 有 (C) оў, 我 们 的 第 一 个 结果 同 定 
理 10.8 恰好 是 两 个 相反 方向 上 的 结果 . 

引 再 104 RAR ODORE. 着 f《 5 EALER, 
p 
оз) КККл)) > diam GG) > КСА) > 0 
рик KG) go 4. 

“证 ”假如 结论 不 成 立 、 则 可 找到 函数 f €S RUTAS, 

C,CD, #18 diamfu(C。) 0, XE (1.243) RA 


(1 — 1а TEET G< DERREIRA ©) 


故 愉 定理 9.2 后 面 的 附注 (9.1 ЗЇ 知 序列 GO 的 菜 个 子 列 在 DA 
局 孝 收 伍 于 -个 常数 。 但 因 LG emen sey 这 是 不 可 能 的 。 

我 们 来 证 明 差 林 与 海 巡 的 两 个 半 果 (Gehring end Hayman 
1962), 

引 型 105 EQ) ОТТАН ВАЕ B — (ns > on 
өр ин, Roo Wk r 
ao [trente rcm. 

ШЕШ, ЖЕШКЕ 456 < K < 17.45 《Jacnttch 
1968), 


证 Wes (+ (+0), 4 为 0D 上 1 与 9 


+336. 


OKKA RME ЗЕ Ж ЖК pa: p EESAN, 
Фен = Фора. Puis Popes (е 0, 1,77) 


并 记 у, = 00s clem v (LY Qu 104), 


ЖИА 。 
140 = Hle) — fee VUL — «йг G1 
(а —0, £1, 
B+ s, К «= т) Я 
[rela à - sore шга. 
3 1) RERIBUB 104 даная! 
[e incolas uto). (m 1, 


因为 诸 区 间 Les, ul RE (—1, +1) 
FERA p.04) EA B, HARREI 
它们 彼此 互 不 相交 ,因此 把 这 些 不 等 式 
加 起 来 就 得 到 《14) <. 

定理 10.98 设 f(s) ТЕРРИ 
"n. Жс cR 0 到 зр, 则 


аз) Галена «iaceo» 
Ж egent. 


其 它 交点 的 情形 。 TR. сжпећт 让 的 反射 便 构成 一 条 闭 若 
эр J. Wie pend ФО) dE DR Ј RUPEE, 使 4$(0) 取 
REH 如 (0) >t, 则 IG) 在 PD 内 解析 单 叶 , 在 DN) Ж 
f&. 因为 00:1 ктр (0,1) B Co (4000, 0< 
0 < =), EMA 10.5 便 可 推出 结论 (15), 

名》 在 一 般 情形 ,可 将 C ТТК Е 


с =(спю)/1) Css 


"#0: 


其 中 诸 C。 是 一 些 开车 当 弧 。 可 以 为 有 限 钻 也 可 以 是 无 限 多 个 , 它 
们 不 与 及 相交 ,端点 rs 与 ERE, КЕҢ (a) 推出 


[г< | гош + X prets 
(GO DnBa)) + K>; (CC) 


< KKKC». 


4. 半径 RIO) EE (R) 具有 某 些 极 小 些 质 ;由 定理 
105, KR) 具有 同 象 域 几 何 相 一 致 的 太 质 上 的 最 短 长 度 . MUR 
论 10.3 Ki СК) 的 大 杰 性 置 是 在 边界 的 上”、“ 下 “两 部 分 的 中 阿 
(参见 问题 1}、 下 一 个 结果 表明 关于 半径 象 KR) 的 方向 也 有 某 
Beo QU CIR 10.5), 


图 10.5 


定理 10.10 设 Fa) 在 D 内 单 叶 ， 对 z€ R —[0,1), d 
раб) 为 KD) АШ IO DF iC stima m 


KE рж) UD-&} = 
这 一 定理 是 把 下 面 的 引 理 《Pommerenke sso 应 用 于 函数 


«© = @ = ore/[ ( о] 


ете >) 
时 所 得 的 推论 . 
BAIG гек, тара СА) ETT RIDERE 
qu. M 


зз. 


утны 


wow 


108) ЄТ, YER. 

证 《Kihnau 1969) Wt T = [a < Ime < 8). EN -+ 
ВАВ Н — М —2, 421,3 CORRER TU AGO 
=C 一， 十 жн, DOG) s EHRE 
eo) 解析 ,最 大 信和 原理 表明 对 于 re， 有 : 

T Хаб) —#] < Шор ари) — s]. 


= limaupimA(e) < £f. 


类 似 可 证 明 对 于 + é H, 有 дари) 一 中 2 o. IUS 为 实数 
m, EHE 为 实数 , 故 推 知 а < Ing(£) &8. 
18] "m 
a IG) 在 了 内 解析 在 5 连续 , цао) d Qu) 分 别 表示 we! 
CD) 到 (69,00 x 与 000): -r< ki) Е, 试 证 明 对 某 个 
алак 
I «De (—1<а<1), 

2. RICO EDARIEN ACOD Б Ий, Ж e, Ау>а> 0, RIE 
ЭД diamf(4)>K(s)dCKro)) 其 中 常数 Ка) 0 СР =. 

з. асе, 我 们 称 А) BEA Р ОЙ, 9.2 ОХАТАН» WRF 
在 一 条 长 谍 有 限 的 开 若 当 弧 ,这 条 若 当 弧 与 代表 素 端 己 的 一 条 淮 甸 的 几乎 一 
切合 截 线 相交。 将 5e aa 对 应 于 一 个 有 长 可 达 的 素 端 ; 试 证 明 径 向 线段 的 
象 {#0 '4):1<'<2} 具有 有 限 长 度 . 

4. C) ЕРИ. ВИЕ С СР) BU AE ШЙ, F, A F, А 
рус WAHR. W в Жр ДЕЙ рй. АШЫЙ: Ж 8 的 两 党 位 于 
Р, 中 ， 则 对 某 绝对 常数 久 有 

dis(C, ғ) КС), s€ BF, 
(L. Fahensatz” of Octrowski 1936), 

s. сун, ссн, 设 B 是 满足 BCOGOH HJ—E WI. 

证 明 
ба, B, G)mu(s, B, H) (reG) 


(йз ЖЕЕ ЖЫЗ. Nonian 69 D). 


104 нежвљанав | 


ар НАТ АН (Hadr) WR E 的 一 
выя, Жаат нюанси Eae 
的 书 第 九 章 )。. 

EZEN: DAWERRRERE OD 上 几乎 处 处 有 和 角 
IB, BIS MEETER ARNEE. SEE IER 
断言: 这 些 角 极限 几乎 处 处 不 为 0。 除非 该 本数 恒 为 0. 

设 0<p < ©, E EC ЕР МТ. 


O б) -iF Gen) (0 е т) 
in) 


递增 。 若 1,C+) 有 界 从 而 收银 于 一 个 有 限 极限 , 则 说 gE H?， 对 所 
有 的 p, 每 个 有 办 解析 函数 均 腐 于 HP. 

ЗЕБ РЕНО < p < 00), рж 
(2) BCe”) = im gG) 


EX SIR patkita 、 

G ， — ау 0 对 几乎 一切 人 . 
р E Rott ОЕ 
夫 uno) 唯一 性 定 再 出 发 去 推 证 这 小 结果 。 RENE 
处 理 : 凡是 极限 (2) АРЕНУ ge”) == 0, BE, Со) Bj 
ADATRA E. 

O, Puch caseras a 61-0. 


现在 证 明 在 形式 上 已 经 拓 广 的 普 里 瓦 洛 夫 〈1919，19242 和 斯 
米尔 诺 夫 (1932) DREHER, 


BARR, RU rer, ŽA 
в) кр ps О; 


DELEI 


T ms 


证 因 J 是 着 当 曲线 , 国 数 Ko) 在 万 上 一 一 连续 《 见 定理 
9.10), 由 次 调和 函数 最 大 值 原理 《kalfars 237 页 ) 推 出 


(6) Pr Кае) Као) 
(xA < - “< бг). 
在 > 一 1 时 为 最 大 ， жинакка A T 
KD. AMAF rcl, | 
€) |, reena 


-w5 Irea) — Gre) < IS. 


vel 


Р eH. D) G) 8 G) RER 
ее ава ее ав 


> ва D ев) нњ) 


= EKE Kt. 


а 
APEH 8, 可 使 其 任意 接近 于 (O). 

设 ECC. 我 们 用 可 数 多 个 直径 为 a DER D, ERE. А 
EEREN EXS 
‹в) AE) m lim i£ x h< +e; 


ЗШЕ А ОКА o KE. 2275 MEER RREN 
道夫 《Hausdorff) 测度 ;在 Besieovitsh 1928, 1938 中 讨论 了 它 的 
几何 狂 质 . 

若 C 是 可 求 长 曲线 , RI CAR- ERAMI C. A 
诸 C, ВОЗА ЗЕНА ТТА A ОСС.) ОВТ АЕ КЕЕ С, 
ге 
o ACC < кс), 


EE 


жазип #700 рита, H. 
f € Н e A(QQ)) < o, 
# rem, Wl 
O но TIT 
QD Кее) жр 
GD дорт MRE Ре) WE 
HP 
e mier so. 
证 (a) 记 G= KPD)， 首 先 假定 AC0G) < со, 并 设 А> 
4099). 对 于 п — 1,2, …-。 我 们 可 以 用 可 数 多 个 直径 а 


IJ ARE б, 并 且 使 得 Xd, < 1, OG RRR, COUR 
HUB SUS, БЕРГЕ Up ЖИ — HB РАР БИИ ЙН 
加 修改 , 故 不 妨 假定 每 个 图 盘 都 包含 OG Аел, 
因 бе Жов, ДРА О, ЗЕЙ, ШЇ CN5. 的 包含 人 0) 的 
分 集 G, 为 单 连通 , 并且 因 OC CU, 而 知 G。 firT Gb. HET U, 
XB Huber эз (93 节 ) 知 ав. ажына. 

W G) ЮРИ G, , (0) — (0), 8000) — ere 
OW. B CCC, В OCCU, ут 8 WE й, ku КАК 


定理 (14 ER, 当 4 一 oo 时 ， 00 рр й 
T9. 
ш АКМ яд. oh BUS CL) 的 单调 性 及 
BIA 10.7 推出 
Vise Pies <a 
(0,1), 
Ф в оо 而 得 到 


D 此 处 原文 误 为 ; юв) 一 arg1(0)， 一 一 译 者 注 


341, 


P ЈС) 140 x xi (0 < r < 13. 


«SH. 

б) MERE fH, Ho ЖИНИНЕ 5 
iC) EE. BT б< < 1， 
AD Gem Gehen esca, 
KAUR KERR (Ce) 关于 6 一 至 地 看 在 ,并 且 《10) 式 对 
Toc 1 亦 成 立 ,因而 1(s) d Ded, (И) 和 (di RET dE 
不 定 积分 性 质 推出 , 且 由 (3) 式 , 知 几 乎 处 处 有 Сг”) аео, АЈА 
从 (9) 式 我 们 断定 


an абас) < i96) = |” IH de < о, 


定理 10.12 RE Ен, 4 E ёр DD IE S 则 
med = 13 ACCA) = 0, 
证 (0) 设 тон — 0, BUR RIEGU PESE, TURAT 
数 个 区 间 (aa 94) ШШ B inc" eA) 使 得 和 对 于 s > 0 Ж 


M Pr un 
Baci, p[i 
7 + la 


BREA {ww:jw е < 20) X3 Ка), H K @ xf 
<=, WE MKA 一 0. 

QD) 反之 ， 设 med > 0 为 证 明 АСКА) 20, RRR A 
RARAN в Срапа), 出 定理 10.11 
REE Gi), WEERA ERAY x(0) = Re CA) WE 

ч'(Өу = —Im[e?fCe*)] 5e 0 (33 8 € E, mesE 20); 
Ts A) URE Ко. MIO ЗВ НИНЕ, A 
122] 与 XO 可 积 , 知 z— +0 时 对 几乎 一 切 86BMEE 
有 

tf едш — y ео, 
v je 


+ 


oD ERT OIRO 00. 


选取 一 个 8 值 使 2) 式 成 立 . dB 1 = (0,9 +r) (070), 
ш (12) 式 我 们 得 到 


1 ^ 
a9 +f 9014 


if?" 
= 'GM(1 0) 0 (r — +). 


ВОНАЯ LAB 是 可 煞 个 不 相交 区 间 的 并 ， 故 由 ОЗУ Е 
知 当 T 0 时 mes( LAB) = о(т), ЖА 
s(0 + r) — (6) —ra'(0) + olr) (т +0). 
Bl «GO 连续 , 故 01.) 是 长 度 不 小 于 rlu —о(т) 的 一 个 区 
闻 , 且 由 6 的 选取 方式 , 知 其 中 2(9) жо. ЖЖ r 充分 小 , MJ 
(14) mes а(2, (1B) 2 mes uC.) — mes 4(1,\В) 
201800) — oG) 20. 
PIU ЭЗАРА Beo CRI 
АСАУ) > mes (АЯ) = mes я(В) > 0, 


a E 


1， 试 应 用 定理 5.1 证 朋 sca, ор + 


2. ЫНТЫ E EDOCTUS] # RE ЛИШ. 
3. IË z€ E, @ = z(a), ЕЗИ ЕШ; 
(D Aa(859)«c; 
G) 90 а-нан 
бй) UTX €D) RT. 
4 RER scc Wa АНАКЕ ШИСИ. 试 证 明 
IN аа = 2466). 


5. Hé(Ode ората. BUE аА арт AGA) оо, 
试 证 明 对 几乎 一 4 64, ARE IG) FERL 


н. 


| roo о-н - 9. 


105 和 葵 某 斯 订 尔 定理 与 角 微调 


1, 我 们 称 点 《6 8D жр RIETER e) T 
ARAF E АЙЕ ТЕБИ HAS r< 1, HE {8 (x) :se 4, 
+ 之 |e| 之 1} 在 忆 СА Е 这 意味 着 对 5 的 
BASURA 

c “z, D = é, 

ВОН AE REOR ERARA SENARAI: ВИНЕР 
ИЕДЕН 4 AT C (2, D 一 (a) 的 点 ， 

ИПИЕ DR PERRE 《Plessner 1927): 

定理 10.13 D APA IL DAHER t 


因此 ЕЛЭ ЕЯ ЮЦ АА 
分 规则 要 么 十 分 亲 斋 。 定理 的 证 明基 于 构造 р 的 一 个 适当 的 于 
RE 2G) 在 其 中 有 界 并 且 该 子 域 的 边界 具有 有 限 线性 测度 (其 
构造 方法 是 由 痊 辛 《Lusin)》 与 普 里 瓦 治 夫 提 出 的 

证 考虑 所 有 的 回 盘 
а) Uo € €; | — el < д} (КеС, тас, 5 是 有 再 数 ) 


及 满足 0<a< 三 和 村 <r <1 的 一 切 有 理 数 “和 ". Ж 


(Р. ал, rn) G= 1,2,...) 
是 这 可 数 个 圆锥 及 可 数 个 数 的 一 个 穷 举 。 DL E. R 6D 上 不 具 
有 有 限 角 极 限 并 满足 
(2) igl): larg —$»)| Сонга < 14] < AD — 9 
BUFA DANS, Ж Ü Е, TIOI 的 不 存在 有 限 角 极 限 的 那些 


非 普 莱 斯 奈 尔 点 的 乐 合 、 因 此 只 需 证 明 mes 8B。 一 0 REET. 
MEER n, 区 域 


DER 


(3) H= tiz| «rU Нава — Ea) 
tex 


<=, r&|sl < 1) e. 
ВЕС 106), 设 m m 3, 4,-..,5 EG 1, 
2,70, m) 是 10, Prem] кдн ЗЕҢ НЫ TUR EISE RR 
N^ 


ңү 
We „ИПИНЕ L 一 如 anon ЭЛЕ 


e ACOH) < 14] sina < 00. 

设 单 叶 函数 eG) 把 || < 1 ШЕРДИ pO ~ 0. 假 
nom. B z(a) = e EARR 1:| < tea Cha q 
的 话 ) , 则 函数 

< G =a): G — z) 
G) kG) = pr EI 
E debe r ISR. MAO), СТОЯН He <r A 
АС | < 2/8, Ж ОЛЕНИ. РИК РС EGO) E. |s| 
之 1 内 解析 有 界 ， аси 
жезл. 

Н AOH) < o, MEB 10.11 推 知 ЕН ЙН pls) 在 
1—1 ЕЛА FS SATIUS E ERIS NE 
PH еф (E) 4b gG) Ж. o) de s RELOGE 
CHARR, ШАС 在 QUO ЖАНЫШ. HEHEA (5), 
ВСН) EE ЕНЕ ЖВНЕ. TERI И AG Ж e CE) 
ЕЛЕЙ ЧЕЧЕ ИЕГИ {НҢ Aol Atik ЗЕЕ fes 
BATEE тее (E) — 0, HEEE 101233. ACE) = 0, EE 
此 meB — 0, ЖМИ HARI RS, 


3 1014 " s s EDAP. Wet) 在 8D m 


1) 原文 此 处 为 ; m m1, 2, =, — REB 
366. 


平 处 处 不 以 0 为 和 根 限 

证 函数 ji(z) 一 jCw) Ера. Зеба 在 了 有 区 要 
Rio, Л Ж ORAR оо, BL, 该 5 点 不 是 1Cs) КРЖПК 
КГ: ЕЕ +. kas C SSW А 

2 оо ЖЮРИ, SIS сар AHRR, du 
果 存 在 有 限 角 极限 上 5)， 并 且 沿 著 每 条 以 了 为 冰点 的 弧 了 , Ж 

alti — КЮЈ 

REX eE AUS 这 是 一 个 纯 几 何 的 定义 e Ja 9.2 3S ue 
9.3), 

515105 870) Ер BEE 
-4 是 点 5 aD диик. T DRE 
Жш BA IO ER en 
6) 一 К] жарт. 

证 在 定理 10.5(10.2 节 ) 的 征明 中 已 


知 
(6) G) 一 = KD gon 
ЕЛТАЙ, ЖОШ aeLKe) — КЕЎ ERA С yani st 
TE ES N Imite) ЖЕТЕ EE cb 9.5 (9.1 ig ate 
中 亦 然 。 从 而 知 arg[f(z] — 101 атая, ИЕЛИ 
的 ,因为 我 们 可 以 迁 取 7 一 Io, £1. 

ELE nOD EN s IRYE BERE OE ROK ed — AER (U. E. 
MeMillan 1969), HERH, 在 ӘР ЕЛ, 3-а, И 
性 质 或 者 很 好 或 者 很 环 ， 

ERRETES 
证 应 用 定理 10.15 TARAR 
жд = юш а) (ар), 
Ж е) САЖ ВВ, BJ Kz) 在 之 具有 (有 限 的 ) 非 零 角 
WO. 因此 , AANER e CO 的 元 笠 所 有 普 莱 斯 奈 尔 点 是 700 的 
fI 


ELEME M LEE: 
HG? 表明 ,对 几乎 一 茹 $€ 8D， 市 极限 FG) FEAR, 8 
由 定理 的 纺 论 芒 是 绰 理 10.8 及 下 一 个 引 再 拘 淮 论 、 
3105 700 EDAR. , 
AQ) = fae D: ш t) < f. 100 < 15 
IHR 了 是 满足 下 列 条 件 的 “e 6D TA 


Д] mesE 一 0. 

AE EROINUR, WE msE >q, Xi GO, 

зар Саза) — 1010) (eg) 

НЕТИ И ЕКТ E's mssB' > 0, 使 得 
0) аг) — HO SM (a AGO. CE ED, 
ЖЕ 在 其 个 点 t 具有 密度 1， БЕЛЯ Cm 1 (Natanson 264 JE). 
WARR iogf (z) (定理 9.4) 在 A0) 内 无 界 从 而 在 C0, 由 内 
无 界 ( 定 理 9.3)。 因 此 存在 re 一] 一 9 使 得 


@) чаб) > (ano) 
жа. К 
o» ex) ifte, 

Ho = Keenan. 


4 P= {Re гр 09D. E 
а-®< О «ica бер), 


从 而 推出 
тер CP) «01 — 752 >0 (т->оо), 


D AARE КЮ) 0, ЖУКАЛАР NGA, — E 


«ив. 


ЖЫЗ EU EA ER ! 而 有 


заз Pp E] [g PB 一 
g Miro 1.0 (2-790) 


ВЕ РАЗА w Я mess[P (| gi CE) > ER ШР}. 5,2 


38 10.8 (10.3 节 ) 表 明 存在 s. € Pig (EO. t BE TX Rn 
ERKE 


C10) {ед!к єк, 
babies ДО ЖЫП + SF, (12 
+) тен 

ü А 1 
G ав.) <, = чор + Lc „} 


ТАС» 
< IN sre.) 
BARN, шщ (9) 和 (11) 式 ,点 Cm iG) € E BUB 
(12). «ҖЫ К) вео = агады < К 
因为 Rer > 0, Ea RAI n 有 re AG), IBS COD) 
йа 


dr + Е, < ВК + К, Ka. 


argf (ra) € M EK, +r, 

TOES 

车 f(x) 在 点 5E ap UE, Шс аай. EN 
38 10.15 直接 推出 : 

з. 最后， 我 们 证 明 与 定 现 1012 有 关 的 一 个 结果 《对 限 Me 
Millan 1969), . 

定理 10.16 ik 0) EDARI. ЖОО ETRE ACOD 
нир. M 


аз пеи = 0 < AGICA)) =. 
ELI 


证 ЕЕ РЕВА ау Md, 4 
' т-а, 


~ = 
най ~ be < zj Gr». 


Bl (Gay EETA С е ВГУ JG EPOD TE TO 内 
AR. 

假如 med 2-0, ШЕВА BCA, пев > LES 
ETAT 


as WVEM РЕТ), ФЕВ, 
类 似 区 域 (37 RETE 
1 

аз) н (19 2300 ro 


ME AAH) < s, ЖЕ AG(4)) > 0 AUR med > 0,0 
可 找到 B C4 满足 ACB) > 0 而 且 具 有 同样 性 质 ; 此 处 我 们 
用 到 了 AC) 是 外 测度 的 这 一 事实 . 

ERMIT, 80 ЕЙ Н ШНА фр) 可 扩张 为 万 
BARREA 9.10), RB AON < co 而 有 arem Gem 
10.11), Ж B* 一 рв), MERE 19.12 知 
(16) mesB* 一 0 <= A(B) — mesB — 0. 

в (16) M (15) Ж, 200) = (г) 满嘴 

Га РФС СО < Mtr С mc 
因此 ЕЕ, ЕАР 1012 我 们 推 知 
(17) АСВ) = 0 msg" = 0, 

W &єВ, R= [0, t]. Mj PCR) ЖШ £t — 9 (De B* 
AWAR- ВАЗИ, FELE 9 R) Eb #* W = КФС) 
ЭКО). H gls) ÆDER, Mali eC — КО, dx g(B*)= 
КВ). 

й, (16) M C17) 式 农 明 

mag= 0 «A4(KB)-—0 


` 350. 


共 且 因为 由 我 们 的 构造 分 别 有 тз4>0 <>mesB >I 以 及 
AQCA)) > 04-9 AGCE)) > 0, 

从 两 推出 (аз) 式 。 
"m а 

1s WURDE AAAA ЕПА СЕЛА ЦЕ ESL — Ир e AD 
ARRA (Wasa) А 

2. АРНА (=) f 里 最 为 若 当 由 线 5 的 内 区 域 。 试 证 明 对 干 学 
c E КЁ) BURRE t c ab лорга IIIS. 

з. (00) ЖЕРРИ. | (501 <1, 设 сар ДЕГ}, ел0, 
TEAM 66 АМИ Ai) FELRE ИЖЕ] = 1. HEN: 

(а) E AMUUE— UB ti dE; 

СЪ) mesp 4) 0; 

(c) ЖЕЛ &є 2, 曲线 0p(D) 在 点 eC 有 切线 

4. 1# Кез 和 s(<) 在 D 内 单 半 在 Орнек, Крус ер), {ин айн Ж 
эр WFR КА) — «(э ТАЙЛЫК ERIS 着 >) Лр] 
DAREM KS) 在 ah VP ID AG. 


зз, 


ж-ж а E 


жы poen p En, наза 6 TEE RR 
界 成 的 区 域 ， 对 任意 的 单 证 通 区 域 ， 我 们 现在 就 赛 引 人 的 容量 概 
ЗЫН, 81, RITI 103 асова 
ARAA. И 


пл зиен 
L 设 BCC ERR, GE E RIKI E ÂE kag oot 
ж. # 


G) A= А.Е) = max I Йі 


ra 


G= 2,3, 9 
为 紧 集 的 "级 判别 式 ;使 (1) 式 中 的 景 大 信 这 到 的 一 组 点 ,一 


和 和 用 范 乱 陛 行列 式 , 可 将 А, 表示 为 
Q А,=1 ае Пед), 
3H 

з) ade) — [I Gs — n) 


vi 


3ml 着 ЕСС RRRA 
4) м„= max|qa (21 ‚ Мі E [4€ 29 


TTE: 
«354. 


+ 
G) u.< C < Шы ati, 


证 € ong 是 一 组 = алет, Ж ze E, Wh 
dan КЕИ 


G) 4а), — TT!» ы is — е 


C Лы, 
ЖАША МА, < Ag KAHF << 有 
@ А-ы: Дн 


„Ж 
salla, 
这 就 推出 A < AM, ЫНАН (3) 式 和 (4) 式 有 
(8) M o malla. 
最 后 ,由 (8) 式 用 乘法 而 得 到 NIA, 
Ex 


从 (5) 式 立即 推出 Ап е А", А" ж. ПИ 
— 

(9) capB — imat Ey 
为 紧 集 了 的 (对 数 ) 容 量 : 通 当 也 称 之 为 起 限 喜 径 ， ВАХА 
理 , 裴 开 特点 位 于 8G 上 ,大 сарЕ = cap8G. 

由 《1) 式 和 (9) 式 容易 导出 容量 的 下 列 性 质 : 

G) 单调 性 # ЕСЕ, Jj capB «арР, | 

(ü) dk: 着 z+ 一 or 十 5 ФЕ ЕШ Es, ML capB* 一 
lalcapZ, 

GD gigs GN T aun E, lel) 一 wz < Ie. 
则 capp E) < сарЕ, 

ES LS EAD E DIT 

3AN? ЖЕШ »—1,.2,- 8 


+з, 


il 
ao сара < (n mms 17е Со Y < Mi—apE 
+ 


(s — со) PM . 
КЕТЕЕРИН P = = + er Шай," 
证 бло е. MEAN 
an PD = PD pc 
(a= in l0 xn), 
将 (2) 式 中 的 行列 式 的 前 st REAA ER ШЕП P pl, 
得 到 ; 


An 一 | det Obs Baz) |, 


ЖЕ o2 1 使得 ECflzl < oj, WRT € ERU n S p < G 
+1» 有 15001 < e" Les O0 И. ob ROSTER САРЕ 
出 


= 
A. < H 15915) 


< тани tpa) E 


ERR mm(m — 1) KIRAR m — co 就 推出 (10) 式 的 第 一 个 
不 等 式 . 第 二 个 不 等 式 是 平凡 的 , 因为 有 qu) matos Ж 
于 极限 关系 , 则 可 次 (5》 式 和 (9) RER. 

2 现在 我 们 刺 用 裴 并 特点 组 的 方法 来 构造 斤 订 函数 (Myr- 
berg 1933, Leja 1934), 

R1 设 ECC 是 紧 集 ,G 是 E 的 外 区 域 . 若 apE>0, 
则 
(2) TC) = lim + log 


& о = ом ир ОМ. ММН 
йй 


LAC 
M 


13549 


(13) с : у) =. ор 12| — legespE + (1) 


А Са e со), 
ЖОЕТ кой > 9 go ET 
a = Јова + О(1) КШ 一 oo)， 

则 
(а) s PT 0 (607), 
3 ES apE — 0. Miik PRE ER аш) PEE 

我 们 称 r (o 36 GET ВКМ. KRENETE 
ода log |z! + od» 的 县 小 正 调和 国 数 。 BE 
BFEARN pE 70, 从 (141) 式 我 们 看 出 ,格林 函数 若 存 在 
硬是 唯一 确定 的 . 

证 (a) 设 саре > 0。 函数 


оъ Ta) = È log lol 
EC AAT, B h (3) 式 它 满足 
1 1 
(16) т.) = ор!) - eet. + o (rh) 
izl o оо), 


# Bcilzl <), MiB CO do (10) RHE 
aD элю i kd inu) 


БЕ 


— + ig M. < og (e| + P) — log cpE. 
п 


KARRE, ААВС (0) Æ 肉 局 部 一 致 地 收 : 
蔓 于 一 个 调和 函数 * GO. MONA, Yu GÀ) 一 legle] 在 22 领 
ARAR, 于 是 可 从 《161 式 及 引 理 112 推出 (13) A, 

TILES BR HL f Goo d 
1= СВ) А 
Жа eG — а.) 


15. 


ЯМ.) og Я, Rio d(x) 一 delr, E). RAHEH 


因由 引 理 L1 30 112 м; > M. (орну X M, «А 

жы. Q5) 式 推出 

т > ю Ms 
n ли, 
2l ud UL шрерЕ 
G + D £ 1) log Arru 
Ф посо, ИН (9) 88) YO) 20, TQEISSCKTE ИЕН 
T(x)70, 

(b) RREA Qr) 具有 定理 中 所 沁 的 性 质 ， ДН (4) 式 有 

lim upra Gn (ғ) < lim а sup Tin) 

一 az 上 log теа 一 0 


тез я 


又 因 у.а) — н(е) n 
Te) — n) < 0, 

从 而 有 

(8) Vala) € (a) (n = 2,3, G’) 

因此 ,从 《16) 式 我 们 断言 , 当 . — 2, 3,- MS 


Lig М, ~ иа (log fz] — r4) 
> Шш (bz a| — 2) —со, 
于 是 (10) 式 扒 得 aapE = lin Н > 0, 


*356- 


著 设 capE > 0, ШН СІВ) Е TG) < «GO. ШР) 
(7) Rikk, DE e MET D am 
w v(a), HERE v GO С ula). 8] а — rt Sem r 
就 得 出 矛盾 的 姑 果 。 
"enlm s PERRO. - 在 A 内 单 叶 ， 
=el Е- е, Ш d 
6» ‹арЕ — lèl, 
AR ree) 一 юк] e)l жонын, 
证 我 们 有 


log |z "C ~ logfw| — log i61 + оа — =). 


EE (2700) > Cwe GMO, Lg C9] o 1 Ge 06), 1X 
log ig (e| 是 ZA) HERE BE, 

FH (Szegi 0924) КАА, EERE PEASE 
BAE, ШШ арЕ жар'»0, MALIM L DREN 
E] 


Q0) ар x $e a. capta, èl -+ 12 —а{, 


QD) BA Бро ТЕН В aa. ` 


假如 GG 是 多 连通 区 域 ， 并 昌 以 其 格林 函数 为 宇 部 的 和 解析 否 数 
B. HELLE ОСЕ SUC IC ER IE RERO 
Шавар RR Cop E 
Brelot and Choquet 1951, Artove and Johnson 1970), 

жи2 зй 
(з) Юд == + asam o (sb К) 

K: "n KO EEF, m 
{23) wapF < ezpE, 


(3525 


B) ERA 

(1н) apf > copE, : 
证 《sj 首先 设 OCF, жш ja x = 

Y*Cw) E F ЫА RDR н (1з) 5 Qn), 7 


05) re)) = gl — pep + 0{) 
` 1 
= log (21 ig + 0 (2). 


因 这 一 函数 在 6 PV БЕ EPI UTE SB Б Em 11.1 H: 
出 мру > 0, 并 且 T (G0) >т). E ost (13); 
又 输出 一 lor8 > 一 log capE; йа (23). 

Ф) 没 = 一 8G 时 IGO 的 所 有 极限 点 属于 F. 不妨 设 ~ 
epE > 0, DL IG) ЖОЖ FED » AOT AES, MUMIA 
示 它 在 了 上 的 最 大 信和 .由 (3), (22) 及 (13) 式 月 
QO) lw SX Lun 


-一 一 上 or ив +о(-4-) dz > ә), 
Ы Ы 


ЖИС, нана 
256015 logo 


adl 20 


A в =» со MH CODAT C24) 55, 

推论 14.2 ЭНЕР Ke) — =+ a 十 … 把 的 外 区 域 
BUR FPZ R. M - ' 
an capE = арР, 

3. SUERUTEUEBEXCT SE Eh —BB(8ki- (Pólya 1928, 1929, 


КЕ 


Ahlfors and Beurling 1950), 

за пз жељу с). ва, 
(28) еў > AcapC, 

T ERKEK Q TEBESERDIBAL ЄК ЛОП гр), ih 
长 度 定义 有 I 

С) Ф) E n — ж (a> n), 
国 此 * = p(s) 定义 了 区 闻 D, CC) сбой, TREES 
RERO AE GU) ЕШ 
expC < cap[ 0, С). 

тї (20) 式 ,后 者 等 于 КС), 


定理 113 W ECC RE, PCR g E ЗСО 
£, HJ De 


Q9) epE арР > аар, 
E ECA, H ACOA ЕЗИ ШИ ИЙИ И 
(30) сарі > capd 2 sin (2 тал), 


证 (a) ВАЗОН РАМЕ pl) = Re, НӘР 
到 长度 为 ues 因而 容量 为 ome ВВР eO 
一 mes《PN( 一 00, *])。 妈 可 建立 不 等 式 (29)。 

(b) (30) ААИ ВЕ ро) m 


izl 
得 到 ;因为 ECA, BARAR Sl HR 
REREH (30) 式 的 第 二 个 不 等 式 ， 
设 == mesi, В 
Aí cti 
à C Lf EET 


(ке) = 4, «0- -1) 


在 б\4 内 解析 , 并且 当 |z| > ! 时 满足 
БК, DE a 
<| EE д = 


22 |: — tl 


ASIA, HE e| <с1 MS псевд) > NI BILE 


Е x а 
gO m TEES (Ke) — ie” an, (зу 0) 


在 бул 内 解析 , 并且 当 1sl oe 1 时 有 (рб) <1, BR Ас 
(191 一 人， 而 由 最 大 信和 原理 控 出 对 于 ze OA 有 lar 
1。 于 是 ,函数 
= бо) +， 
кә A + 


对 #6 人 4 ЫЕ UGO > яа *, Ната (a) ЖН 
sat Sapt, 


IIBER EROR EEG E ER LREN?) (29) 
REGRES E ОА Ef6—BHLGE (30) SUE. ERE 
XB, СОФ) ЕН diam < жарЕ; 而 男 一 方面 ,从 《9) 式 推 
知 对 于 每 个 紧 集 上 有 capE < ACE)? = Пат, Е, НАНА 
{БҮР 2‹арЕ < dam (ДЫРЫ 3), 

4 现在 我 们 反 容 量 料 念 推广 到 G 中 的 任意 集合 ， 祭 了 CC 


nak EEO 
G1) сар, E == сар{сар4:АСЕ, A ERE), 
(2) cap'E 一 inf(csp,H;HOE, H 是 开 集 }、 


显然 有 opLE «Dcp'E, HF дА LOR DEARA ER 
ЗЕ НИЕ ЕНД TECOA LARTE 5 


+ 360, 


后 每 当 我 们 说 到 单位 加 局 上 的 集合 的 外 容量 时 ， 总 是 理解 为 在 这 


种 限定 意义 下 的 分 容量、 
引 理 114 жиш, 
G3) capp E 一 «ар"Е ~ apE, 


证 H>), 可 选取 = 使 得 


A (By < apE +в, 
BT д, E TOR RGRBUSREK A PEBE FEA E, ЕГ 
баета ee 
а 


NS CALE T? +a, 
— 
因 aye gap iki 


capaH ~ ар < A (Hye < сар + 28 
于 是 有 cp*E Sapt, KAPRE apE = cps < сар*Е, 这 
ЖЕШ (53) 式 。 

ЖЕНА, KARERE ERA RIR) 部 是 "可 定 
ЖЮ, cap. E — ср*Е (Choque! 1953—34, ФЯ Carkeson 
24 页 或 Landkof 156 DI). 

现在 证 防 容量 具有 次 可 加 姓 《Nevanlian# 127 WU. 


mna жа E- Ü 的 区 小 于 2 到 


G0 


G5) 


o w 
capa H, apt E, 
于 是 ECH = UE, ЗЕН damE <a JRE dimH < 2, 
* 31+ 


H ЕТЖ 4 被 有 限 多 个 H, ВНИЗ, КИЙ ACHURU 
…* UH。， 因 此 可 以 构造 н, KETE Aem uev m) S 
AmA UA. 这 时 有 


(зв) sehe 

pA eap, 
НЕСТ DEBE. BERG SUN op арай 
UTE (357 式 我 们 得 到 

1 


-ap 
wis sar 
8 ap i A 
<J —— +s, 
kei 4 
capt Er 
于 是 由 定义 (32) Ж (34) 式 。 


现在 证 明 (36) 式 ,我们 只 对 m 一 2 的 情形 给 出 证 明 ,一 般 情 

形 可 用 归纳 法 推出 。 设 紧 乐 4 一 AUA 的 一 组 BERRA 

zy 1,2, n) ZHAI FB А, ERa 一 ?不 属于 А, 

对 we 而 和 ze ds 应用 估计 12, — m.p d, BR (1) RAR 
АХА) < Ai( 49A. (Ayden ` 

在 上 式 取 对 数 并 除 以 sls — 1), Ei я 一 co 且 可 通过 选取 适当 


子 序列 使 2-4 (0<2<1), 于 是 得 到 


logcapd < VlogcapA1 + (1 — AY 1одсарл% 
t Дора, 
БАЕТ 的 最 大 值 , 便 得 到 当 m — 2 时 的 (36) 式 。 
Ж ap*E e o, ДЕ арр. RER дА EISE 
是 零 测度 党 ( 见 定 吾 11.3), 但 赣 命 题 不 成 立 ( 见 间 题 7)。 
推论 二 3 着 cap*E4 一 D0 (一 1,2,。…:)， 则 
ETE 


Gn B ap*(U 5)- 0 
Y А 


Ж ЖИЖЕЯЙ,ЗК—НҢЕЯГУЛНДЬЕЗЕ 114 381, ЖЕ 
无 春 , 旭 我 们 可 构造 出 开 集 Н, 的 递增 序列 使 得 ЕП{]я| арс 


H, E op"H,«s, TEE EcH— U He GSAEHUKT 


Ж, Ж Ж ACH,, 从 而 cap4 < сер?Н, <e, EE; ар 
<s, ЖН (32) 式 知 ер" — 0, 

进一步 的 结果 可 参看 尼 凡 林 那 、 卡 列 松 和 楚 济 的 蔬 《Nevan~ 
liana, Carlson, Tsuji), 一 个 有 关 的 重要 概念 一 一 解析 容量 ,是 阿 
尔 福 斯 和 贝尔 林 引 人 的 《Ahlfors and Beurling 1956), 也 可 参看 
WARRE (Gamer) MIB. ` 


fal n 
1. 设 ECaa B3 RON, ШЕЙИН F £ R LORE РНЕ 2p 
(capEY (Robinson 1969), 
2. Wr TEB B ША ÖRA >а, Wu 


mE 
ам» с, 


ш к= буга, s] 时 等 号 成 立 ( 先 应 用 推论 11.2 于 上 e 27, HIS SORORE 
11.3), 

3. АШ: diumEI2espE, 
[CCELI DEDE Me) 

4. 设 EE, B= Cga), МІЯ: SRANN KA 

пто Е) < (Koga) (a = 2, 3, =); 
并 证 明 : жедна, 
AKB)«comt «я*,. 

(Fommerenke 19642; 对 非 连 续集 的 a, 的 上 述 信 计 是 珍 生 (Jeasea 19869) 证 
gs. 206 


ТЕП tcm) mpm] 
E 


IM 


ТИГЕТ ЯҢА; НЕН 3 11 于 一 个 适当 的 行列 式 以 证 明 下 漠 估计 )。 
$. їй а} = w" + „а! Е оа, ШИ: ЖОР ДАШ. И 


бу. cnr) = беруй; 
JHE oo шс . 
А capis: len] 1) —1.. 
Qrekeie 1940); 
.6. ЖА. 推 证 出 ; ЖЕ ХОНИ Ч, 即 对 每 个 > 0。 存 
在 可 数 多 个 直径 a< BUNGA 5. UC 
E H «s. 


Еч 
3 


B] rape m o САНААТА (Erdos and Өш 1957) ЕЙ, RS E 
Ж к PUER MARSIT). 
T. i$ E, ERE (£ — 1, 2, 7. m), RE: 


(саре, U UR DI ЦА Такса, Е) H capEA 


енедо ENORA ERRER Nevanlinna 155 页 )。 
s. КЕ ИЛИ. WERGE CAF рушд 60), 8 
жө) m legla] + = Clt), moo (1E) 
банк Ж SAN Eaa) ERER Toi 75 M), 

NOR XOLILIU ЖЕ Е ККИ саре EINE 
# ясор Пр ЗАН ЕОС ЦИ. BUE: mesa = 0 (Frralov 
210 页 ; ЖА AL SEHR ACUSEBS IS RERTER IE 将 (0) БОЛТА КАО 
TM EE RES LATER REESE 10.14), 

10. A e) m 6t s + = E 1<]5]<% 内 解 折 。 E: 
copie: 1 аба), 
ШР Н (Heyman 1951) ЗНАО ЕЙ 1/4 定理 的 如 下 推广 : Ж 
Ju) =a + ar + 
ЖРА, 


jaj + ез ере rer) lal, 


* 8684 = 


112 EDHESER 


L nm———; 在 %1 节 中 我 
NUERA TEUER, ARR, 径 向 极限 和 渐 近 值 是 等 价 
Ма. 在 9.2 节 我 们 又 证 盟 了 径 疝 极 眼 存在 当 且 仅 当 相应 的 素 
ЖЯ. ТАИ 103 节 的 那些 结果 豆 强 一 些 ， 因 
为 一 般 地 说 测度 可 比 容量 小 得 多 . 

EMILS сех 126. N 


o {еб «a ева), 
рил аа 


› арй е 
Е T ERU gCx) 的 各 向 极限 存在 。 
®те Fit Ri ted А ЕРДА (Валид 1940), 
其 延明 只 需 甩 到 这 样 的 事实 ВОЙ po) Aaa 
XS BERGE ж HARA (1.2.5), Вр 
(3) > Wa SL 
А 
证 (а) гел. WIS (D 式 的 积分 大 于 1, ВЕЕ, 我 
全 可 以 找到 民间 > i 和 O> 0， 使 得 


(O) f. 1gCralar> (ке ОС) 


其 中 EG) = {евала сг). 集合 у= y UG 
包含 4 并且 是 相对 于 BA ROPA, Bit ATIE (25, AIR 


£ 


出 证 明 对 集合 的 每 个 紧 子 集 B 有 mpB < C BIS. AFER 
ARREN UG) HB SUA CO 式 淮 知 对 其 个 p>>1 有 


(5) |, Озак >а (26 В), 


MELLE 


00 Жол, os в, REB d n А, Hon 
pL ig n3) 则 由 C5) 式 有 


me š f Menor = M анс 


-È Pear - Ўв, 


po am 


` [È 6м] 


B 1e C0] 一 1 第 一 个 和 的 模 以 s 29 ERR LESTIE RIETI 
尔 兹 不 等 式 , 便 从 (3) 式 得 到 


个 < 


< DRT 


[n 


一 > Җ > Уры Эс Yr „учду 


&'z 21 
E 
E L| Кесе 
(с) 现在 我 们 证 明 


13 《人 一 中 


?dsar 
M f Tes 一 1 < i+ iri (0 <В < 2.) 
由 积分 的 对 称 性 , 它 


1) atun DIS due log? 一 2+ log — TT ru 完 再 由 的 结论 (2) 相应 要 


iet 


Bag «ена á (Z - оз Ja | — att 


365。 


= t rmi 
外 Jun z dr <2 |, ei 
Bike op CO SUR i, 3 0<0 2x8, | ee? — 11 
mie ls o, Er 1 >, — 1, 故 最 后 一 个 积分 


<a + dr 


өя — 1 


A tw L, 
(9) 由 于 » T0, ds — 1, HG, CX. WES 
级 判别 式 的 定义 (1.1 папан 
2 (4 — 1) < 2nlog = 


EX. D 


t 


= 2nlog дъ —1) +2106 ку 


除 以 za 一 D, 再 WA sco, асло) URSI 


Q —1* €1- 21g —_ 
ара 


x= 
-F 


由 于 1 之 6, ЕШ apB < 
最 后 ,根据 (2) 式 , 当 6<2 < 十 oo 时 所 有 恒 外 乐 的 交 是 零 容 
集 ， 如 果 《 不 属于 这 个 值 ， 册 (1) 式 的 积分 有 限 ， 故 径 向 极限 存 
Ж, ` 
2 下 一 个 定理 给 出 一 个 反方 向 的 结果 (Schifer 1946, Po- 
mmerenkc 1968b), ` i 
定理 116 设 ge Z, ECC Н ACOA, 如 果 对 于 每 点 
гел, n got) < r< +e tatas ЕН, M 


(8) аре > (оре) > sn (4 — 


我 们 以 A) 表示 所 有 LEA 的 径 疝 极限 2C) 的 党 合 ;由 
am 


定理 11.5 知 径 向 极限 存在 , ES — ЗА TRN 
推论 114 k ge, ACOA, Nj 
(9) - ере) > (арку, m 
KREA EEM) 式 推出 ,因为 由 定理 114, ap*4 的 
值 不 因 除 去 一 个 零 容 集 而 改变 。 特 别 可 得 出 杜 丁 莱 斯 诺 伊 的 一 个 
属于 唯一 竹 类 型 的 结果 CDufresnoy 1945): cap*4 > 效仿 
ep*g(4) 70, 7 I 
定理 11.6 的 证 明 (a) 对 e > 4, 选取 开 集 日 满 足 ксн, 
GpH < сар*Ё +s. 由 于 对 Q6 4， 集合 l (rD:1< r< + 
соу 的 闭 包 与 也 相交 ,因而 对 于 某 个 :8) > 1 有 gr Qe H. 
于 是 由 连续 性 即 得 
ao) gGrQDeH (se U), te A) 
其 中 UCG) 一 (€ дА:|4 —t| < 9С}, ә) > 0 充分 小 。 


RAV = |) UG 是 相对 于 DA 的 开 集 并 且 包 含 4. B 


Ga 
ЖУЮ, ШЕЕ 。 
ECURU Ши), 


тажа 
an B= Ú нае ОЛСА 
Kal 
是 一 个 紧 集 , 它 在 BA 上 的 投影 8* 包含 В, FEREN ` 
a2 |o epe B) 2 (capB*, 
因此 ,由 于 从 (10) ХА в) аёт 
аз) CespB^! < (сарВ® < copg(B) ` 
< сарН < сар*Е + ө, 

又 因 лс, 我 人 有 

(саре) sx Cep V Y = юр сарв" 


< ‹ар*Ё + 6 
因而 有 (сар* 1) < cap*E、 而 (8) 式 的 最 后 一 个 不 等 式 则 容易 从 


- 368 + 


—— 


(111.30) 式 淮 出 。 

СЪ) (12) 式 的 证 明基 于 戈 鲁 辛 不 等 式 (3.2 节 ) Жас, н, 
ЖОВ*  — п Some HOD, IBS a XOU 
LIBI PEE 
# 


a4 п КО HII — = 


ru — r 
> 一 二 EE 
e$ C-UN 
出 于 从 《32.5) 式 如 беа «(1 — n)7 ш Y, 
因 220. 8 |а ss t| a, О "nds 


h- P | > iz a aM D RER 


far. 


П П ебх) — irm 


>(1 - i ЦП 一 中 
ЖШТ glr, s.) е g(8), BE (11.1. Dranga 
Aa) > (1 -iy ABS, ` 

取 п — 1) 次 方 根 且 令 no co， 即 得 到 《12) 式 。 

下 面 我 们 米 证 明 一 个 与 引 理 9.6 ( 见 9.2 节 ) 相 对 的 结果 ,这 个 
结果 属于 控 甫 伦 捷 夫 (可 参看 Gattsgho and Ostrowski 19492, 21 T1), 

推论 115 k z€ FB. 5, zk BA, BUR gt) IRR C 
ИНЕ ее) Яп ala) Floor REGE LI 
аз) KOSE |e — sP 

dE H-+ A 0949888828 eI CC) IE z, їп», Моо Т, Өд 
上 的 投影 的 长 度 不 小 于 а, ДИБ “满足 [n 一 | 一 2sin > D 
«osx, Wim BIER 11.3, 定理 11.3 及 定理 11.6 fH 

.369 


ҚС) > 4apC > Arai 


>it — pn — a 


现在 我 们 来 建立 一 个 与 (11.1.34) 式 不 局 的 次 可 加 性 IR (Sc- 
hiffer 1941, Pommcrenke 19680), . 

推论 116 HERRAN E = EE, 则 
ae) cap &кар*Е,-- ep* E, 

证 不 妨 设 apE 一 1。 WRR, ЕУ ЕА ede 
公映 照 成 瑟 的 外 区 域 ， 我 们 把 -— 17-0 时 e ИЗЛЕ 
点 属于 E, 的 那些 《ec BA 的 集合 记 为 AG = 1, 2), ТАЖ 
AU4,=0A,. Ф а == mestá, W] mesh; > 2x 一 5。 因 而 从 
《8》 式 推出 


Q p*E, + ep"E, > i a (2-22. 


WP RERA) mpr 十 … (00) 把 A 一 一 映照 为 

{lwl>r}\[r, 2—+ +241 —r] (0 < r< D. W 
вод + паў s +2(1—r)+ z"; 

жне ИЕН АНЫЙ CL—2654 — 26], 于 
ЯН P1. Ü a4 m (8 60 «24—8) Gng T 2" — 1), 
则 ACA) 一 ul =}, ЭРЕС) apa m r.c 

设 也 是 某 个 局 部 连通 的 连续 绕 ，capBE 一 + < 1， 并 县 是 它 的 
外 区 域 G 的 余 集 ， 若 函数 g'QO Tee o 把 E > r) B 
RRG, W gC) 一 GU ВТУ А ББ, 而 且 
204) = 004) а 0E, АЙН ` 
Q7) capg(4) = capE == r = (сари), 
因此 ,使 得 定理 11. 6 等 号 成 立 的 函数 ge E 不 仅 存在 而 且 很 多 。 

3 联系 投 共 形 扩张 ,对 于 了 地 类 可 以 证 明 更 精确 的 估计 式 
(Ж, 94559 Камаш 19715), 

定理 1L7 设 ge (a) OKL), d 4CAR—MK 

310, 


Ë, o= шах{|к|:кє a), x 
(8) p" (cap )* < capg( A) < Capd], 
证 R med, y = 1 Mind та) M (9.4.5) REH 


ПП = 2 
NM Ыл G- 


因 对 于 某 个 #291 有 AC(r S |} <р}, HUI (3.2.5) AR 
MIC TEL 


又 因 
[1 — Ca] > Па а 22 раа — з 


从 而 推出 
ILI ke) = < (1-0) 7069 
ПП: ан БЯ 


p 
E eG 一 1 n) 是 4) 的 一 组 级 斐 开 特点 ,我 们 就 
到 得 


Aat < (1 — 2)“ А 


Ж не — 1) КОНФ на oo， 即 得 (18) 式 的 第 二 个 不 等 式 , 
(18) 式 的 第 一 个 不 等 式 可 以 用 奖 似 的 方法 证 明 
Н Шт GE осет. Ege (6), IE zo n€ дА, 
a9) TI nim 0) — gii «n — ul 
ЕТСЕ NK RZEPA 
D. EXERCI Dc ИНЕК REB UTRIUS — В 


趟 中 的 指数 十 和 二 二 кн CUshto-Vimanen 73 Ж). 
=; ⁄ 
证 ЖАЛАНА {jz| = roD) EA ra fü ray Z B| 


"ane 


FORRAR, Mh (18) 式 知 
|g(reD ~ glran)! < dismgC A) - 
< tap A) =< 47% ву вур, 
Ф rod 即 得 (19) 式 的 第 二 个 不 等 式 。 
由 于 dimg( 4) > apg(4), № (18) 式 我 们 推出 当 4C 和 时 
有 
diamg( 4) > e" (capt +”, 
而 由 连续 性 ,这 个 不 等 式 对 p 一 1 和 4C8A 也 成 立 ， 如 果 eld) 
是 曲线 (8A) 上 点 ке.) ЖП бл) 之 疗 较 得 的 那 段 驱 , 则 由 (9.4.17 
ап (111.30) 式 得 到 


leCs0 — ЕСИ > i dismg( 4) 
4 pt l ИДИ 
> x (ар4}"* > б [аз — zl » 


并 且 正如 定理 9.12 BSc Ere E B 05, КАВ е, 
4 对 于 有 界 函 数 , 我 们 证 明 一 个 与 定理 44.6 相 类 似 的 结果 
° SERIES Об ЖЕРИМЕ, (0) = 0, |е) < T, 


f ACOD, E САС), E Ё — (Siue в}, 
M " | 


0) ap(EUÉ) > ар 
PAPZOT 
证 R ВСЦ) EER, Р pU) BE 
mr em 1,…… 9) 是 8 的 一 组 4 级 要 开 竺 点 ，w, 一 (20), EUR 
推 沦 4.3(4.2 节 ) 取 7, 一 V2， 我们 有 
н TITI 1e mst w— EX 


D 


NES! | 


1 
Wa — —— 
Wy 


1 
а, 


43724 


> ПП Srt! 
Ее] 
zie! (z) 
mao Tier 
ы 
其 中 我 们 用 到 了 《3.2.10] 式 ， 田 于 w,, е F, (лл), 
Wy 
推出 


"Па-ьр 


СОА С) 22 (1 ~ AL BY 
取 Inlan — 1) KAREE п 一 co 即 得 


(21) vIe аре 2 арВ. 
用 类 似 于 定理 11.6 ПЕНН ch — By C He, 我 们 从 这 个 不 等 式 即 
可 推出 《20) R. 

ERUS AoW DB, p= 0, p <1, 
如果 ACOD, XB. «(4ус9Р, W 
22 eap*e(4) > — PA > upa 
(22) р®р(А) Vise ^ р*4, 

由 于 在 这 种 情形 下 有 E 一 宫 ， 故 这 一 不 等 式 可 立即 从 (29) 
REA, E e) 18а БЕРЕН p(4)C8D， 则 由 C22) AR 
(1.121) 式 得 到 
《23) „КЛ „__1_ a GO 

4 > ЛЕЙ M 
(Бошан 1942, Jenkins 1956), HR 《如 前 面 的 简 中 所 定义 , he 
5, ЦЫ 


9G 一 53) Z5 一 rz 二 (60504 <I) 
Ë (23) 式 等 号 成 立 ,从 而 使 [22) 式 等 号 成 立 ， 
作为 定理 11.8 的 一 个 应 用 ,着 € oD) MA 
10| < 4121 + 107 


"3235 


CH 1255808), ARF e(43COD 有 ара) < 1, KM. 
пала) Жш (22) ЭН 


2. 
04) аан) аре 4x GM 


XC ҖИ SLEEP ERU USE CIL 10.3 УНО dr 92 s REIS EU 
RABARI), 


f 
а — É 
ft&) 
C» Ww 
Ө 
; p 
9 
下 夯 关 于 从 属性 ( 见 2.1 节 ) 的 一 个 结果 是 用 空 量 家 述 的 卡 列 
BKAT ERE (Nevanlinna 69 页 )， 约 定 
f") — {рє 0D: RARI КОЕ Е 
推论 IL8 EID zÇ #D 3. Ж К) «a M 
e» et) car E) (Ecard), 
VIRG Vi и 
证 (参看 图 11.1) 由 从 属性 定义 有 00 — gG), pO) 
一 0 Грод, # TEA m ҖЕ), 3i z€ КО) 10, 0), 
а> t H£ (GO — G). 因此 , 当 ate CRGO, J") 一 1 时 
有 gls*) 一 15); 由 于 КЕ Есау, Ж ls*| — jel) 
—1. KEA ERREA (а 9.3), AHR e(RGDO 区 
еер 为 终点 (推论 9.22, 因 而 径 座 极限 рО) 一 和 e 
KC) REECE 9.3). 
二 是 Фба)св ma UD. 由 000) m aO 及 定理 
11.8, 我 们 淮 出 


cap"B 2 cap*p( A) > К] cap*d 


327 


ЖЕШЕТ (25) 式 。 
5. 最 后 我 们 证 明定 理 10.8 的 一 种 更 强 的 表述 ,测度 代 之 以 宕 


E 
EHI des jd 


[ле S ko) (re osa) 


Ty 
«7h, RIRA 


Габор > т (СЄ ВАМА, D< е < oo) 
ЖЕЛМЕ ds 满足 capta, < i BAN гел 有 


{игерш |, ар 2 
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«v Pietas, 
根据 定 更 11.5, аге HERCMRAAKTM жаю 
АЙА аре C x, не a e О 6 HS 
"em 
[reote e + firent 


=< 6 + 1: < d, 
而 由 定理 ILLA 我 们 有 
1 — 1 0. E 
кып © "apa, 
<, 
log (22) 
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2 
TR сар" < £. 由 于 1 НЕ ЖАК ЭКИ ПАЙ T ERE, 


5 E 
t. BERDE ЕДЫ: ”在 定理 11.5 中 ,车 以 5 Ie z, HEER 


овд вима вае. 
2, 4; Bc a ИЙ, 6E, 则 
expe (0 {er 长 Ен P. 
MEN: 
mAy 1 Capta) (Рез, Acan), 


з, 设 E, =, 5, A E = E. Ue UB 者 是 连续 集 。 试 证 


РУУ «арі, 
并 证 明 : ЭНЕН E BUE ES 1 ЕРА ЖЕКШЕН RI Ed 
CPommererke 19685), 
4. k z€ E, HR dr Gn mao о, БАЖ аза вњ 


xeu esent = 3,6) 


S. 设 гєш B G= sayl. ЮЛ ЗАУЗА Ж (маш. 
еміс 1930) 定义 为 ttt 
(mis m) oink dam (uus o € G), 
фед =, RI ө, Но О Т, С НАНЕСЕ Ohtsuka 263 
ЩЩ). EE 对 于 1408162 (01,20) 有 


т|ж Са), On) 
Уза т-д 

жж 
其 中 Y 和 kK 是 正 纺 对 常数 。 并 证 明 : 安 量 空间 C6, p) 的 完备 化 空间 与 6 并 
上 它 的 卡 氏 边界 所 得 的 混同 厦 。 
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5. 试 证 明 ; HUGE UB ERU ИЕК ЗАОЧНО AY 
3.3 H SEED e НАТА. 

7. йг Ек) (oe D, 4 是 94 的 紧 于 集 . 试 应 用 问题 11.1.3 证 
Bi: ` > 
dismg( 4) 2» 2(capa) +, 

B, B сє(куо<кк1), асёл. WER: 若 eC4) WJ (1 + к)" 
Ө МЕИР 【由 对 于 每 个 ->0， 24) Мета р, DTE 


охани 5) (быра) T <e), M mod =p, (RER 
п 


结果 可 参阅 Matsumot 1964, carmon 1973, MeMillan sid Piranlan эз, 
Blevins 1973:) 
DE гекон) AM s ARA {1< ао, p 


expe A)apg(B)ss һо“ mar | | CeapeteapB)'"* 


СУН (9.6.5) R Lem HR r, 1, n 64) M тист иҗ 
Tl ) ñ 


19， 设 5 是 了 的 一 个 单 连通 子 区 域 ，0 єс. З (20) ЕҢ 


ав, опас, Sei us eem. 


(W, Nevanlinm 112 Д. ) 
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